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Losung Priifung Mathematik III

1. Fourierreihe

Wir berechnen die Fourierkoeffizienten der Funktion f(z) = cos(x)x (o, fir €
(—m, 7) mit hilfe der Euler Formeln.

™

aw = 5 i cos(z)dr =0
[ coste) costu) e = 5 [ cos(a) o) do = 5
a, = — [ cos(x)cos(nx)dr=— [ cos(x)cos(nx)dr= =01,
T Jo 2 J_. 2!
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b, = —/ cos(x) sin(nx) dr
0
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_ ! <sin(x) sin(nz)
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o /0 " sin(a) cos(nz) dx)

= — [ sin(x)cos(nx) dz
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_n <cos(x) cos(nz)| +n /0 " cos(z) sin(nz) dx)

(—(=1)" — 1) + n2b,.

[ag I Punkte, a,, 2 Punkte, b,, 4 Punkte]

Falls n = 2m > 2 gerade ist folgt

4m

by = ——
m(4m? —1)

und fiir n > 1 ungerade gilt b,, = 0. Wir erhalten Fourierreihe
flz) ~ = cos )+ m221 7r 4m2 Y sin(2maz).

[/ Punkte]

Bitte wenden!



. Fouriertransformation

Um die Fouriertransformierte von f(x) = x2¢~2%l zu berechnen benutzen wir

Fa®g(@))(§) = =5 F (9(2))(8).

o0 0
Flaah(©) = [ et [ e
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Damit erhalten wir die Fouriertransformierte von f(z),
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FU@NO = ~mra - Earer
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C @R @rep
84 - 3¢2)
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[6 Punkte, -1 Punkt pro Fehler)

. Wellengleichung
Wir 16sen die inhomogene Wellengleichung

U — Uge = F(x,t) =2t +2)e z€R,t>0,
u(z,0) = f(z)=0 reR,
u(z,0) = glx)==x reR,

mit hilfe der Formel von d’ Alembert

z+t t  pr+(t—T)
w(o,t) = (f(x+t)+f(x—t))+%/ g(s>ds+1/0 / F(e,7) de dr

z—t 2 —(t—71)

T+t 1 t  prt+(t—T)
/ sds~|——/ / E(T+2)e” dEdr .
x—t 2 0 Jz—(t—7)
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[2 Punkte]

Siehe nachstes Blatt!



Wir berechnen die Integrale

1 T+t
—/ sds =
2 x—t

((az +1)? — (z — t)Q)

e~ =

[1 Punkte]

t  prt+(t—T) t
%/0 /; (r+ e dedr = /Ox(t—r)(7+2)ede

(t=7)
¢
= —2xt— / x(—217 — 24 t)e" dr
0
= 2ot —a(-2t —2+t)e' + (-2 +1)

t
+/ —2zxe” dr
0

—xt + z(t + 2)e’ — 2x — 2z(e' — 1)

= —uxt+ate'.
[3 Punkte]
Wir erhalten die Losung u(z,t) = xte’.
4. Wirmeleitungsgleichung
Mit dem Separationsansatz u(x,t) = X (z)T'(t) folgt
/ "
2TT((tt>) = ))(( ((;)) = —w? = konst.
[/ Punkt]
Die allgemeine Losung der ersten DGI ist
T(t) = Ce 2"t
[/ Punkt]
Die allgemeine Losung der zweiten DGI ist
X(z) = asin(wzx) + bcos(wz) .
[/ Punkt]

Bitte wenden!



Wegen den Randbedingungen X (0) = X (1) = 0 schliessen wir leicht b = 0 und
sin(w) = 0 also w = 7n.

[/ Punkt]
Damit ist der Ansatz fiir u(z, t)
u(z,t) = Z ay, sin(mna)e 2" "t
n=1
[/ Punkt]
Mit der Anfangsbedingung
u(z,0) = cos®(mw) —1
1 +cos(2mr) ]
B 2
_ —1+cos(27x)
= ; ,
[/ Punkt]
berechnen wir die Koeffizienten
1
—1 2
a, = 2/ + cos(2me) sin(mnx) dx
0 2
cos(mnz) |! !
= ——| + / cos(2mz) sin(mnx) dx
m™m |, Jo
11— 1 [7
= e + = / cos(2z) sin(nx) dz.
™m T Jo
Mit der Formel
T . _J0 falls m + n gerade,
/0 cos(mz) sin(nz) dz = { ni”mQ falls m + n ungerade. @
folgt
- 0 falls n gerade,
In = =24 12 falls n ungerade,
B 0 falls n gerade,
o ﬁ falls n ungerade,
[2 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



Wir beweisen noch die Formel (1). Fiir m = n gilt

T w/2
/ cos(nz) sin(nx) dr = / cos(nz) sin(nz) dx = 0.
0 —7/2

Fiir m # n folgt mit zweimaliger partieller Integration, dass

m m

/OTr cos(mx) sin(nx) dr = %sin(mm) sin(nx)

+ % cos(ma) cos(nx)

0 0

2 T
—1—% /0 cos(mx) sin(nx) dz

= —ﬁ(l —(=1)™*") + " /7r cos(mz) sin(nz) dx.
m? m? J,
Durch auflosen dieser Gleichung erhalten wir (1).

Alternativ kann die Formel sin(a) cos(b) = (sin(a — b) + sin(a + b))/2 verwendet
werden.

/OW cos(ma)sinne)ds = % /OW sin((n — m)z) + sin((n + m)z) dx
_ 1 [_ cos((n —m)x)  cos((n + m)gj)} m
2 - i 0
-3 [ o ;jgjm}
1 —

2 n—m mn-+m

(—1yHml{ Lo, ]‘

5. Laplacegleichung

Um das Dirichlet Problem

Au = 0 (z,y) € B,
u y* (x,y) € OB.

zu 16sen, benutzen wir Polarkoordinaten. Die Funktion v(r, ) := u(r cos(1)), r sin(4))
erfiillt das Randwertproblem

Urr—i_%vr—i_rizvﬁﬁ = 07
v(1,9) = sin®*(¥).

[/ Punkt]

Bitte wenden!



Durch einsetzten des Separationsansatzes v(r,9) = R(r) - ©(¥) erhalten wir die all-
gemeine Losung

Zr” a, cos(nd) + b, sin(nd)).

n=1
[/ Punkt]
Mit Hilfe der trigonometrischen Beziehung
.3 3 . 1.
sin®(¥) = —sin(¥) — - sin(39)
4 4
erhalten wir die Losung
o(r,9) = 3rsin(9) — 3rsin(39)
= 2rsin(d) —7* (2sin(d) — sin®(9)) ,
[2 Punkte]
sowie 5 X
uz,y) = Jy— (2’ v )zy+y3
R T )
[2 Punkte]

6. Laplacetransformation
a) Wir berechnen

L' #+3t+4)(s) = LE+3t+4)(s+1)

2 3 4
T Gr1P T GaIE s+l
42411549

(s+1)3

[2 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

b) Eine Partialbruchzerlegung ergibt

Fs) = 3 +s+1 3 L1
VT o2+l s—2 s+1°

[/ Punkt]

Somit folgt
f@t) =L (F(s)) (t) = 3e* +sin(t).

Siehe nachstes Blatt!



[/ Punkt]

¢) Wenden wir die Laplacetransformation an und verwenden Y (s) = L(y)(s),

sY — sy(0) — /(0) + sY — y(0) = L (te™") (s)

[/ Punkt]
Mit den Anfangsdaten ergibt sich
1
)Y 1=
s(s+ 1Y (s)+ Gr
s(s+2)
HY(s) = ————
(s + 1Y () =~
2 —-1- 1
Y(s) = s+2 (s+1)
(s +1)° (s +1)°
[/ Punkt]
Damit folgt
1 1
t) = —L£7* — Lt
/0 (o) - ()
1
= ——e P —et
2
t
= —et(=+1).
i)
[2 Punkte]

[Gesamtpunktzahl: 42 Punkte]



