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Losung Priifung Mathematik III

1. Fourierreihe

Wir bestimmen die Fourierreihe

% + ; a, cos(nz) + by, sin(nx),

der 2m-periodischen Fortsetzung der Funktion

f(x):{ e® —1 falls z € (0,7)

0 falls =z € (—m,0)

Wir berechen zuerst den Koeffizient ag

ap = 1 7rf(at:)dx

™ -

17'('
= — r—1)d
W/o(e ) dz

eE—1—

™

[/ Punkte]

Fiir die Koeffizienten a,, mit n > 0 gilt

a, =

%/_: f(z) cos(nz) dx
_ l/ﬂ(em—l)cos(nx) dz

T Jo
1 [ el e=mz  sin(nx)]”
T {2(1 Fin) T2 —in) n
(—1)"e™ — 1

(1 + n?)

=0

[2 Punkte]

Bitte wenden!



Fiir die Koeffizienten b,, berechenen wir
1 [7 )
b, = —/ f(z)sin(nz) dx
™ —Tr
1 [" )
= —/ (e® — 1) sin(nx) dz

T Jo
B 1 e(l-l—in)a: e(l—in):v N COS(TLQ?) T
7w [2i(1+in)  2i(1 —in) no].

1 {(1 ) G I Y e 1]

T 14+ n? n
o (A=(=D"e)n  (=1)" -1
B m(1+n?) L —

[2 Punkte]

Somit erhalten wir die Fourierreihe

m—1-7 =(—1)"e" -1 (I—(=1)"")n (=1)" =17 .
o + ; 1) cos(nzx) + T+ ) + p— sin(nz).
[/ Punkte]
2. Fouriertransformation
Die Funktion 5
f@) = o=
besitzt die Fouriertransformierte
FONE) = [ pa)etin = —inSre
a) Aus der Definition der Fouriertransformation folgt
| s@ds=rFp© =0
Alternative kann benutzt werden, dass die Funktion ungerade ist f(—x) = — f(x).
[2 Punkte]

Siehe nachstes Blatt!



b) Mit der Formel F(zf(x))(&) = iF(f)'(§) folgt

/ T ef@)de = Flaf@)0)

= iF(f(2))'(0)
d et —e ¢
= m——
d§ et —e ¢,
(e +e78)% — (ef — e7%)?
= =T.
(ef +e7f)? £=0
[4 Punkte]
3. Wellengleichung
Wir suchen eine Losung der inhomogene Wellengleichung auf R x R,
Uy — Upy = F(z,t)=2> 7€R,t>0,
u(z,0) = f(z)=2> =z€R,
u(z,0) = g(zr)=2> z€R.
Dafiir benutzen wir die Formel von d’ Alembert
1 1
u(x,w:§<f<x+t>+f<x—t>>+§/ 5)ds+2 // F(&,7) de dr.
Wir berechnen |
3 (z+1)°+ (z —t)?) =2 + 7,
[1 Punkte]
1 T+t _ £\3
_/ 2ds = l@+t)’ —(z -1
2 ),y 2 3
t3
2
= 2%t4+ =
* 3’
[2 Punkte]
x4+ (t—7) t t — 3
// dgdr = /xQ(t—T)—l—( ) ir
(t—7) 0 3
t .3
= —d
; T+ 3 T
A
-2 1

Bitte wenden!



[3 Punkte]
Damit erhalten wir die Losung

VAR s S
)=+ 42+ — + "+ —.
w(z,t) =a° +t"+ a7t + 3 t—5 t 3

. Wirmeleitungsgleichung

Wir betrachten die inhomogene Wirmeleitungsgleichung

U — Ugy = xcos(x) x e (0,m),t>0,
u(z,0) = xzcos(z) xe€ (0,7),
w(0,t) = 0 £>0,
u(m,t) = —7 t>0.

Zuerst suchen wir eine partikuldre Losung v(x) fiir die gilt —v,, = z cos(z). Zwei-
maliges Integrieren liefert v(z) = x cos(z) — 2sin(x) + Crz + Cs.

[2 Punkt]

Damit wir homogene Randbedingung erhalten wihlen wir v(0) = 0 und v(7) = —7
also €'} = C5 = 0. Die Funktion w := u — v erfiillt die homogene Wirmeleitungs-
gleichung

Wy — Wy = 0 z e (0,m),t>0,
w(z,0) = 2sin(x) z € (0,7),
w(0,t) = 0 t>0,

w(m,t) = 0 t>0.

[2 Punkt]

Mit dem Separationsansatz w(z, t) = W (x)T'(t) erhalten wir die allgemeine Losung

w(zx, t) = Z by, sin(na)e """ .
n=1

[/ Punkt]
Aus der Anfangsbedingung erhalten wir
—t

w(z,t) = 2sin(x)e

[2 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



Die Losung des urspriinglichen Problem ist gegeben durch v = v + w also
u(x,t) = xcos(z) — 2sin(z) + 2sin(z)e .

[/ Punkt]

. Laplacegleichung

Wir betrachten das Dirichlet Problem auf dem Einheitsball

Au(z,y) = (2*+y?) + (2*+y*)* (x,y) € B,
u(r,y) = 2y (z,y) € 0B.

Zuerst suchen wir eine partikulidre Losung mit Av = 72+r*. Mit dem Laplaceoperator
in Polarkoordinaten

Ur | Vpp
Av = v, + —+ —,
r r

und dem Ansatz v(r) = r erhalten wir eine Losung

[3 Punkt]
Die Funktion w := u — v erfiillte die Laplacegleichung

AlU(.%’,y =0 (.I,y) € B,

)
w(z,y) = 2ay—+x— 35 (2,y) € 9B.

[/ Punkt]

Die Losung dieses Problems ist gegeben durch

o0

+ Z " (an cos(ny) + by sin(ny)).

n=1

Qg
w(r, SD) = 5

[/ Punkt]

Fiir (z,y) € 0B gilt 2zy = 2sin(p) cos(¢) = sin(2¢p) und wir erhalten

1 1 .
w(r, p) = TR + 72 sin(2yp),

[2 Punkt]

sowie

-1
u(r,p) = + + 72 sin(2¢).

Bitte wenden!



[/ Punkt]
In kartesischen Koordinaten erhalten wir

(:v2+y2)2 1 . (x2+y2)3 1

u(z,y) = G 26 + 2zy.
6. Laplacetransformation
a) Wir berechnen
d2
L((t* +2)cos(2t))(s) = = @L'(cos(%))(s) + 2L (cos(2t))(s)

& s N 25

C ds?s244 244
d 4-—s2 25

ds (2 + 4)? * s2+4
—25(s% +4))? — (4 — s?)4s(s*> + 4) N 2s
(52 4 4)2 s2+4
2s 2s 4(s* —4)
S2+4 (2442 (22+4)3

[3 Punkte, -1 Punkt pro Fehler)

b) Eine Partialbruchzerlegung ergibt

9—2s— 2 35 n 1
(s+1)(s2+4) s+1 244 s244
[2 Punkt)
Somit folgt
9 25— g2 |
£ <(S + 1)?32 _i 4)> (t) =2t — 3cos(2t) T Sln(Zt) .
[1 Punki)

¢) Um die gewohnlichen Differentialgleichung

y'(t) —4y'(t) +5y(t) = 0
y'(0) = 2,
y(0) = 0
zu l6sen, wenden wir die Laplacetransformation an und verwenden Y = L(y),

(s°Y — sy(0) — /(0)) —4(sY —y(0)) +5Y =0

Siehe nachstes Blatt!



Mit den Anfangsdaten vereinfacht sich dies zu

(s> — 45 +5)Y =2

und somit 5 5
Y(s) = = )
e Sy P Sl P | E
Es folgt
2
t) =L ——5—— ) = 2" sin(t).
y(t) ((3—2)2-1—1) e sin(t)

[/ Punkt]

[/ Punkt]

[2 Punkt]

[Gesamtpunktzahl: 44 Punkte]



