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Losung Priifung Mathematik III

1. Fourierreihe

Um die Fourierkoeffizienten der Funktion f(x) = x + cos(z) fiur x € (—m,7) zu
berechnen, geniigt es die Koeffizienten fiir dir Funktion g(x) = x zu berechnen. Sei

Qo > .
g(x) ~ 5 Z a, cos(nx) + b, sin(nz),

n=1

die Fourierreihe der Funktion g. Da die Funktion g(z) = x ungerade ist, gilt a,, = 0
fiir alle n > 0 und mit hilfe der Euler Formeln folgt
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[4 Punkte]

Damit gilt

n

gy~ -3 2D

n

sin(nx),

n=1
[/ Punkte]

und wir erhalten Fourierreihe von f

2(=1)"

sin(nz).

f() ~ cos(x) = 3

n=1

[/ Punkte]

Bitte wenden!



. Fouriertransformation

a) Wir betrachten die Funktion

f(x) = (2—[52)4‘ :{ (2)_332 a;oens[t_\/i? \/§]>

[/ Punkte]
b) Wir berechnen die Fouriertransformierte von f per Definition,
FU@© = [ fwpeis
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[5 Punkte]

Siehe nichstes Blatt!



3. Wellengleichung

Wir betrachen die homogene Wellengleichung
Uy — Uge =0  fiirz € Rundt > 0,

8r—22%2 0<z<4
0 sonst,

u(x,0) = f(z) =

16 0<x<A4

0 sonst.

u(z,0) = g(x) = {
Nach der Formel von d’ Alembert gilt

Maﬂ—%U@+ﬂ+ﬂx—m+%/wg@M&

a) Mit der Formel von d’ Alembert folgt

uuLazéuu®+f@»+ll g(s) ds — 0.

2
[{ Punkte]
1 I
w52 = UM+ IE)+5 [ ab)as
_ 046 ! 416d
= 50+0)+5 [ 160
= 3+8=1L
[2 Punkte]

b) Um die Losung im Bereich {(z,t) : © > ¢, ¢ > 0} zu bestimmen bendtigen wir
folgende Fallunterscheidung.

1) Fallsz+t > 2 —t > 4 gilt
u(z,t) = 0.
[/ Punkte]
ii) Fallsx 4+t >4 >x —t > 0 folgt

2

:8(x—t)—22(x—t) +8(A— (z—1)

=32—4(x —t)— (v — 1)

u(z,t) = %f(x—t)—l—l/_tg(s)ds

Bitte wenden!



[2 Punkte]
iii) Falls4 > x4+t > x —t > 0 folgt

8z +1t)+8(x—t)—2(x+1)? —2(x —t)?
2

=12 +t) —4(x —t) — (v +1t)> — (x —t)?

= 8z — 222 — 2t% + 16t.

u(z,t) = +8((z+1t)—(x—1t))

[2 Punkte]
4. Wirmeleitungsgleichung
Wir 16sen das Anfangs- Randwertproblem
Uy — 12Uz, = 0, O<z<mt>0
uz(0,t) = uy(m, t) =0, t>0
u(z,0) = 1+ sin*(z).
mit dem Separationsansatz u(z,t) = X (x)7'(t). Damit folgt
T'(t X"(x
12;&) = X((:v)) = K = konst.
[/ Punkt]
Die allgemeine Losung fiir 77 ist
T(t) = Ce'?xt.
[/ Punkt]
Die allgemeine Losung fiir X ist X (z) = Cexp(v Kx). Wegen der Randbedingung
X'(0) = X'(7) = 0 existieren nur fir K = —w? < 0 nicht triviale Losungen der
Form

X(x) = acos(wz) + bsin(wz) .
[/ Punkt]

Aus den Randbedingung folgt zudem b = 0 sowie sin(rw) = 0 also w = n € N.
Damit ist der Ansatz fiir die Losung u(z, t)

oo
u(z,t) = Z a, cos(nz)e 12t
n=0

[/ Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



Um die Anfangsbedingung umzuschreiben verwenden wir die Formeln

1-— 2 1 2
sin?(a) = M’ cos?(a) = +C+<O‘>,

Damit erhalten wir
u(z,0) = 1+sin*(z)
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2
[3 Punkt]

Somit ist die Losung gegeben durch

[/ Punkt]

5. Laplacetransformation

a) Um die inverse Laplacetransformation der Funktion

s+ 7
(s + 1%(s —2)

Y(s) =

zu berechen, verwenden wir die Partialbruchzerlegung

A N B N C
s—2 s+1 (s+1)%

Y(s) =

Wir erhalten die Gleichung
s+T7=A(s+1)*+B(s—-2)(s+1)+C(s—2) (1)

Durch einsetzten vom Wert s = 2 in der Gleichung (1) folgt 9 = A3? und somit
A = 1. Einsetzten vom Wert s = —1 ergibt 6 = C(—3) und es folgt C' = —2.
Um die Konstante B zu erhalten gibt es mehrere Moglichkeiten. Zum Beispiel
einsetzen vom Wert s = 1 ergibt 8 = 4A — 2B — C' = 6 — 2B und wir erhalten
B=-1.

Bitte wenden!



Damit berechnen wir

e e e ey )

= e — et —otet.

[4 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]
b) Wir Losen das Anfangswertproblem

y// + 2y/ + y = 962t
y(0) =0
y'(0)=1

mithilfe der Laplacetransformation. Die transformierte Funktion Y (s) = L(y)(s)
erfiillt die Gleichung,

Y (5) — sy(0) — y/(0) + 25 (s) — 25(0) + Y (5) = £ (96) (s) = - 2 -
[/ Punkt]
Einsetzten der Anfangsdaten ergibt
sY (s) — 14 2sY (s) + Y (s) = L (9e*) (s) = ! 5
5 —
9 s+ 7
(s+1PY(s) = 14— = 210,
s+17
Y pu—
&= e
[2 Punkt]
und mit der Teilaufgabe a) folgt
y(t) = e* — et — e,
[/ Punkte]

[Gesamtpunktzahl: 36 Punkte)



