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Losung Prufung Mathematik Ill

. Fourierreihe

Wir sollen die Fourierreihe
% + nz:; a, cos(nx) + by, sin(nz),

der27 periodisch Fortsetzung der Funktion

)3 fallsx € (0,n],
fle) = {1 falls z € (—,0].

bestimmen. Wir bemerken, dagér) = 2 + g(x) wobei

1 falls z € (0, 7],
g(x) =
-1 fallsz € (—m,0].

Da ¢ eine ungerade Funktion ist, verschwinden ihre Fourierfikoenten a,,. Wir
berechnen die Fourier-Koeffizientép der Funktiong

b, = — / " o) sin(nz) do = 2 /0 " sin(nz) da

o [—_H] -y

Die zu g assoziierte Fourierreihe ist

g(x) ~ Z w sin(nx).

Damit ist die zuf assoziierte Fourierreihe gegeben durch

flz) ~2+ Z 2(1_—(71_1)71) sin(nx).

™

[6 Punkte]

Bitte wenden!



2. Fouriertransformation

Um die Fouriertransformierte vof(z) = (1 — 3z)e~2*~1” zu berechnen, benutzen
wir die Rechenregeln

L Fg(@)(E/N),

Al
Flg(x +a))(€) = e F(g())(©),

d

Flag(z))(©) = i3 F(9(2))(©),

zusammen mit der im Tipp gegebenen Formel

Flg(A2))(§) =

]:(e_IQ)(§) = /_OO e e dy = ﬁe‘52/4.

o0

Wir berechnen schrittweise

FEr)e) = 3FE™)e/2) = Lo
F(e—(Qx—1)2)<€) _ %6—2'56—52/16
Flae () = i Lo

2 2 2
_ Z(—Z>\/2_ —i& 76 /16+Z\2_ —i& 75 /16 =S g

16
\/_ (1_ 5) o~ o—€2/16
2

Damit erhalten wir die Fouriertransformierte vgt)

F((1 = 32)e= D% (¢) = \/7% <% - 2) e~ %e ¢ /10,

[8 Punkte]

3. Wellengleichung

Wir suchen eine Losung der inhomogene WellengleichundRaufR

Uy — Upy = F(z,t)=zcos(t/2) z€R, t>0,
u(x,0) = (:r;): —x reR,
u(z,0) = g(z) = z € R.

Siehe nachstes Blatt!



Daflr benutzen wir die Formel von d’Alembert

u(a:,t):%(f(x+t)+f(m—t))+%/z §)ds+ // ) de dr .

Wir berechnen

%(1—(m—|—t)+1—(x—t)) 1-g

[1 Punkte]
%/::t(l—s)ds _ % ((x+t) C(r—t) - (“t)Q;(m_t)Q)
= t—uat,
[2 Punkte]
%/ /H(t T)fcos (1/2)d¢édr
) / ) G e
_ /Otx(t—T) cos(r/2) dr
= [th sin(T/Q)] ::; — /Ot a7 cos(T/2) dr
= 2xtsin(t/2) — [Q:UT sin(T/Q)] ::; + /Ot 2 sin(7/2) dr
= [ — dxT 005(7/2)} :; = 4z — 4x cos(t/2).
[3 Punkte]

Damit erhalten wir die Loésung

u(x,t) =14 3z +t — at — 4a cos(t/2).

4. Warmeleitungsgleichung
Wir I6sen das Anfangs- Randwertproblem

u(z,t) — Buge(z,t) =0 0<x<m t>0,
Uz (0,t) = up(m,t) =0 t >0,
u(r,0) =1—cos*(z) 0<z<m,

Bitte wenden!



mit dem Separationsansatgr, t) = X (x)7'(t). Damit folgt

/ "
gT((tt)) = ))((((Z; = K = konst.
[1 Punkt]
Die allgemeine L6sung fUf" ist
T(#) = Ce™. [ Punki]

Die allgemeine Lésung fukK ist X (z) = C exp(v/Kx) + Cyexp(—vKx). Wegen
der Randbedingund’(0) = X'(r) = 0 existieren nur furKk = —w? < 0 nicht
triviale Losungen der Form

X(x) = acos(wz) + bsin(wz). [1 Punk]

Aus den Randbedingung folgt zudém= 0 sowiesin(rw) = 0 alsow = n € N.
Damit ist der Ansatz fur die Losung(z, t)

u(z,t) = Z a,, cos(nx)e "t |
n=0
[1 Punkt]

Um die Anfangsbedingung(z,0) = 1 — cos*(z) umzuschreiben verwenden wir die
Formelncos?(a) = (1 + cos(2«))/2 und berechnen

1+ cos(2a;))2

1 —cos(z) = 1—( 5

14 2cos(2x) + cos®(22)

=1
4
1 1/1 4
=3 L san) — L (L coste)
4 2 4 2
1 1
= g b cos(2z) — 3 cos(4x).
[3 Punkt]
Somit ist die Losung gegeben durch
1 2
_ Y _ = 92 -322¢ Ap)e— 34t
u(x,t) s 3 cos(2x)e 3 cos(4x)e
[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



5. Laplacegleichung
Wir betrachten das Dirichlet Problem, welches aus der lcaptaleichung
Au(z,y) =0in R,

auf dem Einheits-Viereck := (0,1) x (0,1) C R?, zusammen mit der Randbedin-
gungu(zx,y) = f(x,y) aufoR, wobei

0 falls y=0
) sin(27z) falls y=1
J@y) =4 falls =0

2sin(my) falls x=1.

Wir benutzen das Superposition-Prinzip= u; + uy, Wobeiu,, u, die Laplace Glei-
chung mit einer Randbedingung I6st, welche nur an einer Kiahtamogen ist. Sein
alsou; : R — R, k = 1,2 L6sungen der Dirichlet-Probleme

Aug(z,y) = 0 in R,
uk<x7y) = fk(xvy) auf aRu

mit den Randbedingungen

(0 falls y =0

) sin(27z) falls y=1
Jilzy) =19 ¢ falls =0
L 0 falls =1,

(0 falls y =0

] 0 falls y=1
Rry) =1 g falls =0
| 2sin(ry) falls z=1.

[1 Punkt]

Wir I6sen das Problem fl; mit dem Separationsansaiz(z,y) = X(x) - Y(y).
Durch einsetzen in der PDE erhalten wir

X// Y//
XY

und die Randbedingungexi(0) = X (1) = 0undY (0) = 0.

DA,

Das X -Problem mit den Randbedingungen besitzt nunfi: — (7n)? < 0 die nicht
triviale Losung,
Xn(x) = A, sin(mnz).

Bitte wenden!



DasY -Problem hat fit\ = —(7n)? die allgemeine Losung
Y, (y) = C,, cosh(mny) + D,, sinh(mny).
Die homogene Randbedingung liefern die Basislosungen’desblems
Y, (y) = D, sinh(mny).

Der Lésungsansatz des gesamten Problems ergibt sich dugelnd Superposition der
Basislosungen, also

uy(z,y) = ZXn(I)Yn(y) = ZA” sin(mnz) sinh(mny).

n=1
[2 Punkt]

Mit der Randbedingung erhalten wir

uy(x, 1) = Z A, sinh(mn) sin(nrz) = sin(27x),

n=1

und damit verschinden alle Koeffizienteh, ausserd, = 1/sinh(27). Somit ist die
Losung

i) = S
[1 Punkt]
Analog erhalten wir _ .
i) = T
[3 Punkt]
Damit ist die Loésung der Aufgabe gegeben durch
wlo.y) = sin(27r.x) sinh(27wy) 2 sin(@) sinh(mx)
sinh(27) sinh(7)
[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



6. Laplacetransformation
a) Um die inverse Laplacetransformation von

4s5% + 55 — 11
P& =376
zu berechnen, Faktorisieren wir den Nenner
s —Ts—6=(s+1)(s+2)(s—3).
Der Ansatz fir die Partialbruchzerlegung ist somit

4s* +5s — 11 A B C

(s+1)(s+2)(s—3) s+1+s—|—2+3—3'

Wir bestimmen die Koeffizienten

4 A 45s— 11 _A-s-n -2
(s+2)(s =3[, @M= -4 7
p - A H5s- 1 _6-10-11_ -5 _ |
(s+1(s=3) [,y (=1)(=5) 5 ’
o APHBs—111 36+415-11_ 40,
s+ D(s+2)|,s BB 20 7
[3 Punkt]
Somit haben wir
3 —1 2
(s) = s+1 s4+2 s—3
und es folgt
L7HF)(t) =3¢ — e 4 2%
[1 Punkt]

b) Um die gewdhnlichen Differentialgleichung

y'(t) — 6y'(t) +9y(t) = 2%, t>0,
y'(0) = 0,
y(0) = 0,

zu l6sen, wenden wir die Laplacetransformation an und vederY = L(y),

2
s—3

[1 Punkt]

(s*Y = sy(0) — /(0)) — 6 (sY — y(0)) + 9Y = L(2™)(s) =

Bitte wenden!



Zusammen mit den Anfangsbedingungen folgt

(s> —6s+9)Y =

s—3
und wir erhalten 5
Y(s) =
[1 Punkt]
Rucktransformation ergibt
) = £ [ —2 ) () = 2e¥
(s —3)° '
[2 Punkt]

[ Gesamtpunktzahl: 44 Punkte]



