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1. Fourierreihe

Wir bestimmen die Fourierreihe

% + Z a, cos(nz) + by, sin(nx),

der2r-periodischen Fortsetzung der Funktipfx) = 1 —

|z|, firz € (—n, n]. Da die

Funktion f gerade ist, verschwinden die Koeffizientgn= 0, n > 1. Wir berechen

zuerst den Koeffizient,

1 [" 2 [T
a = — _Wf(a:)d:c:%/o (1—2)dx
2( 7r2>
= —|\7T——=|=2—-7
T 2

Fur die Koeffizienter,, mit n > 0 gilt

[1 Punkte]

a, = ! f(z) cos(nz) dx = g/ (1 — z) cos(nz) dx
) 7 Jo
_ 2 {sm(nm)} 2 [xsm(nx)] +g/ sin(nx) i
T nooJ, T noJ,.o mJo n
_ 2 _cos(r)]” 20— (1))
T n?2 :c:O_ N2 ’
[4 Punkte]
Somit erhalten wir die Fourierreihe
2 T ™)
f(z Z cos(nx).
[1 Punkte]

Bitte wenden!



2. Fouriertransformation

Wir sollen die Fouriertransformierte vof(z) = (2z — 1)e~1?73%| berechnen. Zuerst
berechnen wir die Fouriertransformierte vpfx) = ¢~1*! direkt,

0 0
Flel?h(e) = / e~ I+ g0 | / e(1=i)z 1.
0 —00
1 L 1
1+ 1—1¢
2
1+¢&°

[2 Punkte]

Nun benutzen wir die Rechenregeln

Flg(A))(€) = Wf(g(:v))(ﬁ/k),

Flag))(€) = zd%ﬂg(x))(s),
und berechnen Schrittweise
132 B 2 6
PO = i) ove
Fe2)() = Fle ey = e
Floe B 2)(e) = ;‘26—%/39 .y R

9+ (9+¢2)?

~ ( 4 2 )6_%/3
9+ (9+¢€2)? '

Damit erhalten wir die Fouriertransformierte vgt)

= (i(—2i/3) 0 —1 2 )6—21'5/3

[6 Punkte]

Siehe nachstes Blatt!



3. Wellengleichung
Wir betrachen die homogene Wellengleichung

Uy (7,1) — gy (z,t) =0 furz € Rundt > 0,

4 -zt —2<x<2
u(@,0) = flz) = {0 sonst

lz] —2 —2<ax<2
0 sonst.

ui(z,0) = g(x) = {

Nach der Formel von d’Alembert gilt

x+ct

(f(x+ct)+ flx—ct)) + %/ g(s)ds.

r—ct

N | —

u(z,t) =

Damit berechnen wir
a) Nach der d’Alembert Formel gilt die Bedingung
U(;’Eo, t) =0furallet € [O, to], (*)

falls |xo — ct| > 2 oder|z, + ct| > 2 fur allet € [0, t¢]. In unserem Fall erreicht
die Welle den Punkt, = —4 zum Zeitpunkt, = 2. (Da die Konstante positive
ist, gilt |zo — ct| > 4 fur allet > 0 und wir mussen nuc, + ct| > 2 betrachten.
Ebenso giltjzy + ct| > |zo + cto| fur allet € [0,t] und es genlgt = ¢,
einzusetzen.) Die Bedienung (*) ist also fur alleit = + cty = |z + cto| > 2
erfullt. Damit erhalten wie: > (2 — x¢)/to = 3.

Mit dem selbem Argument folgt aus der Bedingung
u(xo,t) # 0 furallet € (to,to + 1), **)
dassc < (2 — x)/t furallet € (to,to + 1). Es folgte = 3.

b) Mit der Formel von d’Alembert folgt

w(l,1) = = (fA+3)+f1-3))+ =

| — N
M| =
-7
w +
w

N

—~

V)

N—

QL

N

= (0+0)+1/02(8—2)d5+—/0(—8—2)d8

2 2 2 ),
= -2

[1 Punkte]

Bitte wenden!



5+6

FE+6)+f6=6)+5 [ als)ds

—6

u(h,2) = %
= %(0+3)++%/0 (5—2)ds+%/_1(—5—2)d8
— 3/2-1-3/4=—1/4

[2 Punkte]

4. Warmeleitungsgleichung
Wir I6sen das Anfangs- Randwertproblem

Uy — Uy, = 0 re(-1,1),t>0,
u(—=1,t) =u(l,t) = 0 t>0,
w(x,0) = 1—22 ze[-1,1],

mit dem Separationsansatgr,t) = X (z)T'(t). Es folgt

()  X"(z) >
oT(t) = X(2) = —w” = konst.

[1 Punkt]
Die allgemeine Losung der zweiten DGl ist offensichtlich

X(z) = a, cos(wzx) + by, sin(wz) .

Wegen den Randbedingungen

schliessen wir leicht = 7n/2.

[1 Punkt]

Als Losung furT erhalten wir
T(t) = Ce 2"t = Ce™ ™12

[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



Damit ist der Ansatz fun(x, t)
Z a, cos(mna/2) + by, sin(wnz/2)) e ™ Y2
n=1

Wir missen nur noch die Koeffizienten bestimmen,

b, = /_(1—x2)sin(7mx/2)d:c:0

1

1/t 2
ag = —/ (1—2*)dr ==

a, = /_(1—x2)cos(wx)dx

1

= 2/01(1 — %) cos(wz) dx

2 207 4z 4 '
= 3 sin(wz) — — sin(wz) — > cos(wzx) + 3 sin(wx) )

cos(w) = 0 falls n=2m—1,
| (=)™ falls n=2m.
sowie
in(w) = (—1)™ falls n=2m—1,
S = 0 falls n = 2m.

und wir erhalten
Ay falls n=2m -1,
" —4(2)? (=)™ falls n=2m.

Somit ist die Losung gegeben durch

m

2(2m1)2
u(x,t) = = —i— Z W3 2m _1 - cos(m(2m + 1)z /2)e”™ B2

oy

—————cos(m(2m)x *(2m)*t/2
2oy COsm@m)/2)e”

[5 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

Bitte wenden!



5. Poissongleichung
Wir betrachten das Dirichlet Problem auf dem Einheitsball
) = 8(z*+y*)? (x,y) €B,
u(z,y) = 14+3° (z,y) € 0B.

Zuerst suchen wir eine partikulare Losung vin = 875. Mit dem Laplaceoperator
in Polarkoordinaten o v
Av =0, + — + %,
T T

und dem Ansatz(r) = Cr® erhalten wir
Cala—1)r* %+ Car®? = 8,

und es folgiv = 8 undC' = 1/8, alsou(r) = r8/8.

[2 Punkt]
Die Funktionw := u — v erflllte die Laplacegleichung
Aw(z,y) = 0 (x,y) € B,
w(z,y) = §+y3 (x,y) € 0B.
Die L6sung dieses Problems ist gegeben durch
w(r, ) = % + i r"(a, cos(ny) + b, sin(ngp)).
[1 Punkt]

Fur (z,y) € 9B gilt y> = sin®(p) = 3sin(yp)/4 — sin(3¢)/4 und wir erhalten

1
w(r, @) = g + 27‘ sin(p) — ng sin(3¢p).
[2 Punkt]
Die Losung in Polarkoordinaten ist
8
1
u(r, @) = ! ;7 + zr sin(p) — Zr3 sin(3¢).
[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



Mit der selben trigonometrischen Formal wie oben folgt
risin(3¢) = 3r’sin(p) — 4r® sin®(p)
= 3(z* +y°)y — 4y’
und damit erhalten wir die Lésung in kartesischen Koordinat

2?2+ yHr+7 33
%+Zy—é—l(m2+y2)y+y3-

u(z,y) =

[2 Punki]

6. Laplacetransformation
a) Wir berechnen

L(te' 'sin(2t))(s) = eL(te "sin(2t))(s)
= —edisﬁ(e_tsin(%))(s)

= —e%ﬁ(sin(%))(s +1)
d 2
Us(s+ 1214
de(s +1)
(s+1)2+4)*
[3 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

b) Um die inverse Laplacetransformation der Funktion

25s+5
F(S):Q—,
s+ 2s+5H

zu berechnen, bemerken wir, dass der Nenner keine reellstélld besitzt. Mit
guadratischer Erganzung folgt

25+5  2(s+1)+3
s24+2s+5  (s+1)24+4

[2 Punkt]
Damit berechnen wir

et (5rs) 0 = 2 (Grpr) O+ 56 () ©

3
= 2e "cos(2t) + §e_t sin(2t) .

Bitte wenden!



[1 Punkt]

[ Gesamtpunktzahl: 42 Punkte]



