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Losung Priifung Mathematik I1I

1. Fourierreihe

Um die Fourierkoeffizienten der Funktion g(z) = f(x) + 4 cos(7x) fur z € (—m, )
zu berechnen, geniigt es, die Koeffizienten fiir die Funktion f(x) zu berechnen. Sei

[e.e]

f(z) ~ % + Z (a,, cos(nzx) + by, sin(nx)) ,

n=1

die Fourierreihe der Funktion f. Mithilfe der Euler Formeln folgt

—%/_:f(:c)dx:%/oﬂ(ﬂ—x)d:c:g

[{ Punkt]
und fiirn > 1
1
a, = / f(z) cos(nz) —/ (m — x) cos(nz) dx
T Jo
=) + - [ sminr)a
= T — x)sin(nx — | sin(nz)dx
nmw 0 T Jo
1
= %<1—COS(TL7T)).
Daher gilt as,, = 0 und ag,, 1 = ﬂTQ_Hp
[/ Punkt]
Analog folgt fiir b,
[ , I :
b, = _/ f(x)sm(n:r)dm:—/ (m — x) sin(nz) dz
T™J)_r ™ Jo
(=) eostna)| — = [ cos(re)
= ——(m—x)cos(nz)| —— [ cos(nz)dx
1
= -
[/ Punkt]

Bitte wenden!



Damit gilt

” _ZCOSQEZ%;l +ism

n=1

[/ Punkt (mit Folgefehler)]

und wir erhalten die Fourierreihe von g:

((2 1 C
L _ZCOS nt +Zsm —i—4cos(7x)

2n—|— —

[/ Punkt (mit Folgefehler)]

. Fouriertransformation

Mithilfe des Hinweises folgt

[/ Punkt]

und daher erhalten wir

[/ Punkt]

Um die Fouriertransformation der Funktion f zu berechnen, geniigt es, die Fourier-
transformation der Funktionen ¢ und A zu bestimmen.

Es gilt

0= [ e
R

0 oo
_ / ea:(l—if) dr +/ e—:c(l—i—zf) dr
—00 0

et (1=i€) 0 e~ (1+ig) | >
1—a&|
1 1
T T
2
e
[2 Punkte: 1 Punkt fiir erstes Gleichheitszeichen, 1 Punkt fiir richtiges Endresultat
(mit Folgefehler, wenn erstes Gleichheitszeichen falsch ist)]

Siehe nachstes Blatt!



und

= % sin(€).

[2 Punkte: 1 Punkt fiir erstes Gleichheitszeichen, 1 Punkt fiir richtiges Endresultat
(mit Folgefehler, wenn erstes Gleichheitszeichen falsch ist))

Damit gilt
2oy 4sin(€)
MO~ direy

[/ Punkt (mit Folgefehler))

. Wirmeleitungsgleichung
Wir 16sen das Anfangsrandwertproblem

up(x,t) — Uge(z,t) =0, fir0 <z <1,t>0;
uz(0,t) = u,(1,¢) =0, firt > 0;
u(x,0) =cos*(2rx), fir0<z<1,

mit dem Separationsansatz u(z,t) = v(x)w(t). Damit folgt

= =AeR,

[1 Punkt (wenn direkt —p? < 0 geschrieben wird, gibt es den Punkt nur, wenn noch
kurz begriindet wird, dass die anderen Fiille nicht relevant sind)]

und somit
w(t) = CeM, C € R, (1)
[/ Punkt]
und
V' (z) — dv(x) =0, 2)

wobei wir die Randbedingung v'(0) = 0 = v/(1) haben. Der einzige interessante Fall
ist, wenn A = —p? < 0 ist, und in diesem Fall besitzt die Gleichung (2) Losungen der
Form

v(z) = Cy cos(pz) + Cysin(ux), Cp,Cy € R.

Bitte wenden!



[/ Punkt]

Wir berechnen die erste Ableitung von v
V'(x) = —uCy sin(px) + pCs cos(ux).

Zudem folgt aus der Randbedingung, dass C; € R, Co = Ound p = km mit k& €
{0,1,2...}. Ausserdem erhalten wir \;, = —k?7? sowie die Fundamentallosungen

vi(z) = C} cos(kmx)
[/ Punkt]

und
wy(t) = Ce ™1,

[/ Punkt]

Damit ist der Ansatz fiir u(x,t) gegeben durch

o0

u(z,t) = Z cee ™ cos(kmx) .

k=0

Die Anfangsbedingung liefert

u(z,0) = Z c cos(kmx) = cos*(2mz).
k=0

Wir erinnern uns an die Formel

1+ cos(20)

cos? (o) 5

[1 Punkt fiir Idee]

und erhalten
1 drz)\?
w(@,0) = cos*(2rz) = (M)
1 1 1
= — 4+ —cos(4 — cos?(4
1 + 2cos( Tx) + 7 €08 (4mx)
1 1 11 8

3 1 1
= 3 + 3 cos(4mx) + 3 cos(8mx)

Siehe nachstes Blatt!



Somit ist die Losung gegeben durch

3

u(z,t) = -+ =e

8

4. Wellengleichung

[/ Punkt fiir richtiges Endresultat)

1
—167°t cos(dmx) + g@‘647r2t cos(87x) .

[ Punkt]

Wir betrachen die homogene Wellengleichung

mit

Uy — Uy = 0, flirz € Rundt > 0;

10z — 2%, falls0 < x < 10;
0, sonst,

2, falls0 < x < 10;
0 sonst.

Nach der Formel von d’ Alembert gilt

u(z,t) =

N —

(f(x‘i‘t)+f($—t))+—/x+tg(s)ds.

a) Mit der Formel von d’ Alembert folgt

und

u(2,2)

u(10,1)

(F(4) + £(0)) +% /0 o(s) ds

(40 — 16) +4 = 16

N = DN

[/ Punkt]

(P11 + F(9)) + 5

= N =

—_

N

=

-
<
—~
V)
S~—
Q
(V)

I 11
S(90—8) 4+~ | 2ds=—.
3 ( >+2/9 T

Bitte wenden!



[/ Punkt]

b) Um die Losung im Bereich {(z,t) : x > ¢, ¢ > 0} zu bestimmen, benttigen wir
folgende Fallunterscheidung:

1) Fallsx 4+t > x —t > 10 gilt
u(z,t) =0.
[/ Punkt]
i) Fallsz +¢t > 10> 2z —t > 0 folgt

10

(0+10(x—t)—(:c—t)2)+%/ 2ds

x—1
—1
= (10—2+1) (‘TTH)
2 t2

i
— dr— 41042t — — L
oAt A at e oy

u(z,t) =

N | —

[2 Punkte: 1 Punkt fiir erstes Gleichheitszeichen, 1 Punkt fiir richtiges
Endresultat (mit Folgefehler, wenn erstes Gleichheitszeichen falsch ist)]

i) Falls 10 >z +t > o —t > 0 folgt

N

u(z,t) = (10 +1t)— (z+1)>+10(x —t) — (z — t)*) + L /Ht 2ds

2 Jut
(x+1)*+ (x —t)?
2

= 6(z+t)+4(x—t)—
= 10x + 2t — 22 — 2.

[2 Punkte: 1 Punkt fiir erstes Gleichheitszeichen, 1 Punkt fiir richtiges
Endresultat (mit Folgefehler, wenn erstes Gleichheitszeichen falsch ist)]

5. Laplacetransformation
a) Um die inverse Laplacetransformation der Funktion

252 + 5413
(s—=1)((s+1)2+4)

Y(s)=

zu berechnen, verwenden wir die Partialbruchzerlegung

A Bs+ C

Y(S):s—1+(s+1)2+4'

[1 Punkt fiir richtigen Ansatz)

Siehe nichstes Blatt!



b)

Wir erhalten die Gleichung
25 +s5+13=(A+ B)s*+ (24— B+ C)s+ (54— C)

und damit das System

A+ B=2;
2A—-B+C=1,
bA—-C =13,

dessen Losungen die Zahlen A = 2, B = 0 und C' = —3 sind.

[/ Punkt (mit Folgefehler von oben, wenn obiger Ansatz einigermassen Sinn
macht) - erhalten dieselbe PBZ]

Dabher erhalten wir

2 3
Yis)=S7 - (s+1)2+4

und

1 3 2

LY (s)(t) = 2271 (S — 1) (t) — 5571 <m> (1)
= 2¢' — ge_t sin(2t).
[2 Punkte: 1 Punkt fiir 2¢', I Punkt fiir —3 sin(2t)]

Wir Losen das Anfangswertproblem

y'(t) + 2y () + 5y(t) = 16¢"
zu den Anfangsdaten
y(0)=2 und ¢'(0)=-1
mithilfe der Laplacetransformation.
[/ Punkt fiir Idee]
Die transformierte Funktion Y'(s) = L(y)(s) erfiillt die Gleichung

16
$7Y (s) = sy(0) =/ (0) +25Y (s) = 2u(0) +5Y (s) = L (16¢") (s) = —.
[/ Punkt]
Einsetzten der Anfangsdaten ergibt
16
s%Y (s) — 25 — 3+ 2sY (s) +5Y(s) = L (16@t) (s) = p—

16

(s° +25+5)Y(s) = 25 +3+ —
2 16

(s+1)"+4)Y(s) = 25s+3+ T 1

252 + 5+ 13

Y6 = GoOGrEr

Bitte wenden!



[/ Punkt]
und mit Teilaufgabe a) folgt

3
y(t) = 2e' — 56”5 sin(2t).

[/ Punkt]

[Gesamtpunktezahl: 36 Punkte]



