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Losung Priifung Mathematik III

1. Wellengleichung
Um das Anfangswertproblem

U (2, ) — 16Uy (z,t) = e* + 2sint  firz € Rund ¢t > 0,

u(z,0) =0 fir x € R, (1
u(z,0) = 1+1x2 firr e R,
zu 10sen, betrachten wir
Qg — 160(3% =e (2)
und
By — 1684, = 2sint. (3)

Eine besondere Losung von (2) wird durch

_ex

alz,t) = ax) = 16

gegeben.

[/ Punkt (zur Korrektorin/zum Korrektor:andere besondere Losungen sind moglich:
bitte iiberpriifen Sie aufmerksam.))

Eine besondere Losung von (3) wird durch
B(x,t) = B(t) = —2sint
gegeben.

[1 Punkt (zur Korrektorin/zum Korrektor:andere besondere Losungen sind moglich:
bitte iiberpriifen Sie aufmerksam.))

Daher folgt sofort, dass die Funktion u(z,t) = a(z) 4+ 8(t) = & — 2sint das
Anfangswertproblem

U (x,t) — 16Uy (2, t) = e* + 2sint  firz € Rund ¢t > 0,
u(z,0) = =< fir z € R, 4)
u(z,0) = —2 firr e R

16st.

Bitte wenden!



[/ Punkt]
Schliesslich betrachten wir das homogene Problem

Uy (2, 1) — 160, (2,1) =0 firx € Rundt > 0,
v(z,0) = —u(z,0) = & fir x € R, (5)
v(2,0) = 5 — U(2,0) = 7 + 2 firz e R,

[/ Punkt]

Die Losung dieses Problems kann durch die d’ Alembertsche Formel erhalten werden.
Zzur Erinnerung: sucht man die Losung des homogenen Problems

(7, t) — Pwee(z,t) =0 fiirz € Rundt > 0,
w(z,0) = F(x) fir z € R,
wi(x,0) = G(x) firz e R,

g

dann wird die Losung durch die d’ Alembertsche Formel

x+ct

[F(z+ct)+ F(x —ct)] + 20/ G(y) dy

—ct

N | —

w(z,t) =

gegeben.

Weil in unserem Fall ¢ = 16 ist, gilt
1 eac+4t + 6x—4t 1 z+4t 1
e L +2)d
o0 =3 () s L, ()

44t z—4t 1 4t — At
_e e + 3 (arctan(z 4 4t) — arctan(z — 4t)) + v v

]

[/ Punkt]

32 4
;Z(e +e74) + é (arctan(z + 4t) — arctan(z — 4t)) + 2t.
[/ Punkt]
Wir schliessen, dass die Losung von (1) durch
u(z,t) = v(z,t) + a(z,t)
[/ Punkt]

gegeben wird, und somit erhalten wir

eﬂ? T

1
u(z,t) = 37 — (e e+ 3 (arctan(x + 4t) — arctan(z — 4t)) + 2t — i—ﬁ —2sint.

Siehe nichstes Blatt!



[/ Punkt]

2. Wirmeleitungsgleichung
Wir suchen die Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung
U — U =0, € (0,m),t>0,
mit homogener Randbedingung
u(0,t) = u(m, t) =0, ¢t>0,
und Anfangsbedingung

u(x,0) = 5sin(4x) + 7sin(8z), = € [0,7].

Mit dem Separationsansatz u(x,t) = X (z)7'(t) folgt

[/ Punkt]

)  X'(z)

W - X() =KelR.

[1 Punkt (wenn direkt —w? < 0 geschrieben wird, gibt es den Punkt nur, wenn noch
kurz begriindet wird, dass die anderen Fdille nicht relevant sind.)]

Daher erhilt man
T(t)=Ce"' CeR

[/ Punkt]

und
X"z) - KX(xz)=0

mit den Randbedingungen X (0) = 0 = X (7).

Deswegen besitzt die vorherige Gleichung X” = KX nur fir K = —w? < 0 nicht
triviale Losungen der Form,

X(z) = acos(wzx) + bsin(wz), a,b € R.
[/ Punkt]

Zudem folgt aus der Randbedingung, dass w = n fiirn € N sowie a = 0. Wir erhalten
die Fundamental-L6sungen

Xn(z) = by sin(nx) ,

Bitte wenden!



[/ Punkt]

sowie

[/ Punkt]
Damit ist der Ansatz fiir u(z, t)
= Z b, sin(nx)e """ .
n=1
Die Anfangsbedingung liefert
u(z,0) = Z b, sin(nx) = 5sin(4x) + 7sin(8z) .
n=1
[/ Punkt]

Deshalb verschwinden alle Koeffizienten b,, ausser by = 5 und bg = 7. Die Losung ist
somit
u(z,t) = 5sin(4a)e % + 7sin(8z)e

[/ Punkt]

. Fourierreihe

Weil wir die reelle Fourierreihe der ungeraden 2m-periodischen Fortsetzung von f
berechnen wollen, miissen wir die folgenden Formeln mit L = 7

Z%sm< > Z%sm nx)

/ f(x sin mrx / f(z) sin(nz)

[/ Punkt]

benutzen.

Siehe nichstes Blatt!



Es gilt firn > 1
2 [T )
Tn = —/ f(x)sin(nx) dx
T Jo
2

w/2 2 9 m
= —/ —zsin(nx) dr + —/ sin(nx) dx
0 T

T v T Jr )2
4 [ —zcos(na)|™? /2 cos(n) 2 cos(nz)|™?
L4 [t st 2 st
T n 0 0 n T on o |
4 sin (%) 2cos(nm)
o2 2 T n
[/ Punkt]
Deshalb erilt man beziehungsweise
_ 1 k=1,2,3
Yok = kﬂ_u T Ly Ey Iy e
[ Punkt]
_z2 2_1 +1 k=0,1,2
74]{,‘4—1_7_{_4]{:_{_1 7T4k7+1 ) — Yy Ly 4y
[/ Punkt]
L A R
TS T k3 \rdk+3 ) T
[/ Punkt]
und schliesslich
. — sin(2kx)
fla)~ ) —
k=1
=2 1 2 1
— — 1) sin((4k + 1
+;07r4k+1 (w w1 )Sm(( 1))
=2 1 2 -1
— — 1) sin((4k + 3)x) .
* £ 7 ak + 3 (7r s )Sm(( +3)7)
[/ Punkt]

Bitte wenden!



4. Laplacesche Gleichung

a) Die Funktion u;(x,y) —usz(x, y) ist harmonisch in B; und erfiillt die Randbedin-
gung 7 — 14|y|. Mit dem Maximumsprinzip folgt

Ul(JZ,y) - UQ(I,y) < max (U1<I,y) - Ug(]},y)) = max (7 - 14|y‘) =7
(z,y)€B1 (z,y)€0B1

[/ Punkt]

und

_ > mj —uy(z,y)) = min (7—14ly|) = -7,
ui(z,y) uQ(x,y)_(xgl)lenBl(ul(x,y) uz(z,Y)) (m,ir)lé%&( ly)

[/ Punkt]

d.h. es gilt
luy (2, y) — us(z,y)| < 7.
[/ Punkt]

b) Die Funktion —9u,(x,y) + us(x,y) ist harmonisch und erfiillt die Randbedin-
gung —63 + 14|y|. Mit der Poissonformel fiir den Ursprung folgt

1 2w
—9u1(0,0) 4+ u2(0,0) = 2—/ —9u; (cos ¥, sin ) + ug(cos ¥, sin ) dv)
T Jo
[/ Punkt]
2m
= — [ —63+14|sinv|dv
2m Jo
28
=—63+ —.
7r

[/+1 Punkte]

5. Laplacetransformation

a) Um die inverse Laplacetransformation der Funktion

s+2

Yis) = GG-1)(2+1)

zu berechnen, verwenden wir die Partialbruchzerlegung

A +Bs+C
s—1 s24+1 "

Y(s) =

[1 Punkt fiir richtigen Ansatz)

Siehe nachstes Blatt!



b)

Wir erhalten die Gleichung
s+2=(A+B)s’+(-B+C)s+ (A-C)

und damit das System

A+B=0
-B+C=1
A-C=2,
dessen Losungen die Zahlen A = %, B = —% und C' = —% sind.

[/ Punkt ]

Dabher erhalten wir

3 1 3 s 1 1

Y(s)== — = - =
=51 2941 2941
und
3 1 3 S 1 1
t) = =L£7! t)— =L t)y— =L t
i) = 3 <3—1)() 2 (52+1>() 2 (32—1—1)()
3 ot 3 1
= —e — —cost— —sint,
2¢ 79 2
[3 Punkte: 1 Punkt fur set, 1 Punkt fiir —3 Cost 1 Punkt fiir —= sm t]
wobei wir y(t) := L71(Y (s))(t) gesetzt haben.
Wir 16sen das Anfangswertproblem

—y"(t) + 9/ (t) + 2y(t) = 3" — 5cost
zu den Anfangsdaten
y(0)=0 und ¢'(0)=1
mithilfe der Laplacetransformation.
Die transformierte Funktion Y (s) = £L(y)(s) erfiillt die Gleichung
—s?Y (s) + sy(0) + ¢/(0) + sY (s) — y(0) + 2Y (s) = L (3e" — 5cost) (s)

3 B 5s
s—1 s2+1°

[/ Punkt]

Bitte wenden!



Einsetzten der Anfangsdaten ergibt

3 DS
s—1 8241
352+ 3 — 5s%2 + 5s
G-D+1)
—s% —s*+4s+4
(s—1)(s2+1)
5+2

—s%Y(s) + 1+ sY(s) +2Y(s) =

(=5 +5+2)Y(s) =

(= +s5+2)Y(s) =

Y =
&) = oo
[/ Punkt]
und mit Teilaufgabe a) folgt
3 3
y(t) = §et ~ 5 cost — —sint
[/ Punkt]

[Gesamtpunktezahl: 36 Punkte]



