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Losungsvorschlag zur Klausur

1. Fourierreihen [6 Punkte]

Da die Fourierreihe von sin(x) bereits sin(z) ist, geniigt es, die Fourierreihe der 27-
periodischen Fortsetzung von 22 (—7 < x < 7) zu bestimmen.

Sei nun also .
ap + Z [a,, cos(nz) + b, sin(nx)]
n=1

die Fourierreihe der 2w-periodischen Fortsetzung von 22 (—7 < x < ). Da die
Funktion gerade ist, gilt b, = 0 fiir alle n € N.

[/ Punkt]

Fiir a( gilt:
1 [, 3
= — rrdr = ——
2 J_. 2m 3

r=n B 127?3_7r2
21 3 3

T=—T

Qo

[/ Punkt]

Firn > 1 gilt:

L [" 1 ' z=m T s
/ 2% cos(nx) do = — [x2w|z__ - / stm(nx) dx}
™ = —n

Qp = —
T ) n g n
-0
_.J;{zxfffﬁgfi\ij”ﬂ-—h/”'299§£§fi dm]
™ n = _W n

™

__1P4—n"_%_ﬂcﬁw]:4«4w,

T n? n? n?
[3 Punkte]

Damit lautet die in der Aufgabenstellung gesuchte Fourierreihe der Funktion f, der
27-periodischen Fortsetzung von z? — sin(x):
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W—2 + Z A=D" cos(nx) — sin(x).

3 = n?
[{ Punkt]
2. Fouriertransformation [6 Punkte]
Sei f : R — R gegeben durch f(z) := max{(), 1—|1- |m|‘}
a) Der Graph von f sieht wie folgt aus:

4

3

2

1

-4 -2 0 2 4

[/ Punkt]

b) Losung 1 - Direkte Rechnung:
Nach Definition der Fouriertransformation gilt:

o) 2
(1) flo)= | saetan= [ pwein

Fiir £ = 0 ergibt sich

f(O):/Zf(x)dx:/Zf(x)dx:4/01f(:v)dx:4/olxdm:2.

[/ Punkt fiir Fallunterscheidung und richtiges Ergebnis]
Fiir £ # 0 bestimmen wir das letzte Integral in (1) als Summe der Integrale

NIRRT S
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Die vier Integrale berechnen wir nun einzeln:

—1 —1
/ fx)e ™ do = / (24 z)e ™ dx
) —2
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/ f(z)e ™ do = / re " dr = —x—
0 0 i€

z=1 1 e~
+ / — dx
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2 2 z=2 2 —ixé
—ix€ _ o —ix€ _ - - €
/1 f(z)e d:c—/l (2—z)e "™ der=—(2—x) il /1 e dx

r=2 e~ i€ . 3
=1 Zf §2

[3 Punkte, -1 Punkt pro Fehler)

e=l e it

et Te

efzf efixg

s

Addition dieser vier Terme ergibt:

. _2i¢ i —ie _ ,—2i€
fle) = e“s + 2e §2+ 2e e
_ —2cos(26) +4cos(§) =2 —2cos?(€) + 2sin*(€) + 4 cos(§) — 2
- & B &
—4cos?(€) +4cos(€)  4cos(€)(1 — cos(€))
- £2 - €2

[/ Punkt]

Losung 2 - Nicht ganz direkte Rechnung: Sei ¢ : R — R definiert durch

g(x) := max{1 — |z|,0}. Dann ist f gegeben durch

f@) =g(x+1) +g(r—1).

Die Fouriertransformierte von f ergibt sich aus der Fouriertransformierten
von g durch

N

F(€) = €*9(€) + e g(€) = 2cos(€)4(¢).
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[/ Punkt]
Somit bestimmen wir nun die Fouriertransformierte von g:

99 = [ gwean= [ N1 = Jaleie€ d

0o -1

1 0 1
— [a-aedns [(Qroear= [(@-a)(e e i
0 0

_ /012(1 — ) cos(xt) d;(,:

Fiir ¢ = 0 ergibt sich

Q(O):/O 21 —z)de =1

[/ Punkt fiir Fallunterscheidung und richtiges Ergebnis]
und fiir £ # 0 gilt:

sin(z€)
§

-~

=0

T /01(—2)% dz

3 = /0 21 — ) cos(w€) dz = 2(1 — ) . .

[\

~ 2cos(xf) =l 2 2cos(¢)
¢2 - ¢2 :
[2 Punkte]
Insgesamt erhélt man also:
cos(§)

o) - {ﬁ ele) o2

5 £E=0.
[/ Punkt]
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3. Wellengleichung [8 Punkte]

a) Die Graphen der Anfangsbedingungen sehen wie folgt aus:

4. 15

4l 150

(a) Graph von f (b) Graph von g

[2 Punkte]

b) Nach der d’ Alembertschen Formel gilt fiir alle x € R, ¢ > 0

r+t)+ f(x—t 1 [=t
@ ity = LEEEIEZ0 4 2 [ gy ay
r—t
[/ Punkt]
wobei
x?) - 427, ‘l’| S 27
flo) = {0, |x| > 2
und
_3‘7;27 |£L'| S 2a
9le) = {07 2| > 2
die Anfangsbedingungen sind. Mit (2) ergibt sich:
6 2) 1 [°
u(4,2) = M+—/ g(s) ds =0,
2 2/,
da f(2) =0= f(6) und g(s) = 0 fiir s > 2.
[/ Punkt]
Mit (2) ergibt sich:
1
(5,1 = L0 1 / o) ds
9
= ( —32% dx +/ 0 dx)
2
__§+_$3 2—_§_Z—_5
2 2, 2 2
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[/ Punkt]

¢) Mit der d’ Alembertschen Formel (2) gilt fiir alle z € R:
t — ¢t 1 x+1
3) lim u(z,t) = lim (f(x O+t + —/ q(y) dy).

t—o0 t—o0 2 2 —t
Da f =0, g = 0 auBerhalb von [—2, 2], gilt
lim f(x+t) =0und lim f(z —t) =0,
t—o00 t—o00

im [ () dy [ swav= [ atya

t=00 Jo—t o0 —2
[2 Punkte]
Damit ist also
2 2 =2
Jim u(z,t) = %/_29(9) dy = %/_2(—3@/2) dy = —%3 Z_—z = -8.
[/ Punkt]

4. Wirmeleitungsgleichung [8 Punkte]

Der Ansatz fiir nichttriviale Produktlésungen der Form w(z,t) = X (x)T(t) fithrt auf

T X

Tt — X(x)
und dies impliziert die Bedingung, dass es eine Konstante A € R gibt, sodass

X"(x) = AX(z) und T'(t) = 10A\T(¢).
[1 Punkt fiir \]
Die Randbedingungen
u(0,t) = 0 und u(g, £) =0

liefern -
X(0) = OundX(i) =0.

Um das Randwertproblem

X"(x) = AX(z) = 0, firxe(0,7),
4) X(0) =0,
X(5) = 0,
zu l6sen, betrachten wir zunichst die Differentialgleichung
X" —2X =0.

Dazu unterscheiden wir drei Fille:
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A > 0: In diesem Fall lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung
X(z) = AeVA* 4 Bem VT,
Fiir solche eine Funktion gilt X (0) = 0 und X (%) = 0 genau dann, wenn:
0=A+B,
0=e3V A4 5V'B.

Dieses Gleichungssystem besitzt einzig und allein A = B = 0 als Losung und
es gibt somit keine nichttriviale Losung X von (4) fiir A > 0.

[/ Punkt]

A = 0: In diesem Fall lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung
X(x) = Az + B.
Fiir solche eine Funktion gilt X' (0) = 0 und X (3) = 0 genau dann, wenn:
0 =B,
0=34+B.
Folglich gibt es keine nichttriviale Losung X von (4) fiir A = 0.
[/ Punkt]

A < 0: In diesem Fall lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung
X(z) = Acos(V=Az) + Bsin(vV-Xz).
Fiir solche eine Funktion gilt X' (0) = 0 und X (5) = 0 genau dann, wenn:
0=A4,
0= Acos(g\/—_/\) + Bsin(g\/—_)\).

Dieses Gleichungssystem ist genau dann unterbestimmt, wenn
s
in(—v—\) =0
sin(5 V=)
[/ Punkt]

ist. Dies gilt genau dann, wenn

also

fur ein n € IN.
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Fiir X ergibt sich
X(z) = Bsin(2nz).

[{ Punkt fiir die Produktlosungen]
Fiir T" ergibt sich somit die Differentialgleichung
T'(t) = —40n>*T(t), t > 0.
Damit ist 7'(t) = Cle=%"’* mit einer Konstanten C' € RR.
[/ Punkt fiir T]
Uberlagerung der gefundenen Produktlosungen liefert wieder eine Losung von
u; — 10u

x
u(0,t
5ot

)
(3.1

= 0, firze(0,3),t>0,
0, firt >0,
= 0, firt >0,

Y

Damit die Funktion

u(zx,t) = Z A,e=20mt sin (2nx)
n=1

eine Losung des Anfangsrandwertproblems

uy — 10u,, = 0, firz € (0,5),t >0,
5) u(0,t) = 0, fiir t > 0,
u(Z,t) = 0, fiir ¢ > 0,
u(z,0) = sin’(4z), firz € (0,%).
1st, muss

sin®(4z) = Z A, sin(2nz)
n=1
fir z € (0, 7) gelten.
[1 Punkt fiir Anfangsbedingung]

Es gilt nun aber:

1— 8
sin®(z) = sin(4x)w
sin(4x) = sin(4x) — sin(122)
B 1

=l +

1
sin(4z) — 1 sin(12z)
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und somit ergibt sich als Losung von (5):

3 1
u(z,t) = 16—160:: sin(4z) — 16_1440t sin(12x).

[ Punkt fiir richtige Koeffizienten]

5. Laplace-Transformation [8 Punkte]

a)

b)

Fiir eine Partialbruchzerlegung machen wir den Ansatz:

Y (s) = 252 — 35 + 37 _ A n B N C n D
(s+3)(s+4)(s—5)? s+3 s+4 s—5 (s—5)?
[/ Punkt fiir Partialbruchzerlegung]
Multiplikation mit (s + 3)(s + 4)(s — 5)? liefert:
25% — 35 +37= A(s +4)(s — 5)* + B(s + 3)(s — 5)?
+C(s+3)(s+4)(s—5)+D(s+3)(s+4).
Mit s = 5 erhdlt man 72D = 72, also D = 1. s = —3 liefert 64A = 64,
also A = 1. Einsetzen von s = —4 fiihrt zu —81B = 81, also B = —1. Zur

Bestimmung von C' vergleichen wir die Ableitungen an der Stelle s = 5. Fiir
diese ergibt sich:

17=17D + 72C,
also C' = 0.
[{ Punkt insgesamt fiir A, B, C, D richtig]

Damit haben wir
2s% — 3s + 37 1 1 1

Le™?—e " +1e™)(s).

G13)Gs a5 52 513 std (s-52

.. . 2_ . . .
Die inverse Laplacetransformierte von 355" ist demnach die Funktion
o3t _ ot 4 gt

[3 Punkte fiir die richtige inverse Laplacetransformierte, -1 pro Fehler]

Fiir die Laplacetransformierte z(s) := L(y)(s) der Losung y von
y'(t) + Ty (t) + 12y(t) = 17 + 72te®, t >0,
y(0) = 0,
y'(0) = 2
gilt:
(s°x(s) — sx(0) — 2/(0)) + 7(sz(s) — z(0)) + 12z(s) = L(17e” + T2te™)(s)
-0 -2 -0
_ o,
s5—5  (s—5)%
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[/ Punkt]
Auflosen ergibt

17 72 9252 — 35+ 37
2 12 =2 =
(" T+ 12)2(s) =2+ 5 + T3 = 5 5)2

Bemerkt man noch, dass s> + 7s + 12 = (s + 3)(s + 4), so ist

2s* — 35+ 37
x(s) = :
(s+3)(s+4)(s—5)?
[/ Punkt]
Nach Aufgabenteil (a) ist somit y(t) = e — e=# 4 tedt,
[{ Punkt]

6. Harmonische Funktionen [2 Punkte]

Gemif dem Maximumprinzip ist fiir alle (z,y) € B;(0,0)

_ > 1 — .
uy(z,y) U2(w,y)_(M)ggm’m(gl(x,y) 92(2,y))

[1 Punkt fiir korrektes und sinnvolles Maximumprinzip]
Nun ist
g1(z,y) — ga(x,y) = 2* — 423y + 6279 — day® +y* = (x —y)* > 0.
[/ Punkt fiir den Nachweis, dass die Bedingungen erfiillt sind]
Damit ist fiir alle (z,y) € B1(0,0)

ul(ac,y) - u2<I?y) > 0.



