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1. a) Der Wert u(z, t) kann fiir (x,t) berechnet werden, wenn (z, t) im Einflussgebiet
von [—20, 20] liegt (denn nur auf dem Intervall [—20, 20] sind sowohl f als auch
g bekannt), d.h. wenn

W<z —ct<ax+ct <20
[1P fiir die Begriindung]

bzw. (mit ¢ = 4)
—20 <z —4t <z + 4t <20,

also fiir
4t — 20 < x < 20 — 4¢.

[1P fiir die korrekte Antwort]

b) Laut der d’ Alembertschen Formel ist

5+44-2 5—4-2 1 [
u(5,2):f( 42+ )+ / g(s)ds
2 24 5—4.2
13 -3) 1 [
_ A3+ f( )+_/ o ds
2 8/ s
1—-13+1-3 182"
— =2 - 74+10=3
2 82 __,

[1P fiir die d’ Alembertsche Formel
2P fiir die Rechnung, -1P fiir jeden Fehler]

¢) (Bonus) Wiren f und g periodische Funktionen mit Periode 40, so folgte fiir die
Losung v des obigen Problems mit Hilfe der d’ Alembertschen Formel:

flx+40+ct)+ f(x +40—ct) 1 /m+40+ct
—|— i

2 2c J,
=f(z+ct) :f(f:d)

A

f t40) + f(x —ct +40) 1 [T
flx+ct+40)+ f(z —ct + )+_/ o5+ 40) ds
2 = —_——

20 —ct

u(x +40,t) = g(s)ds

+40—ct

=9(s)

f(x—kc)—;—f(x C>+%/x g(s)ds = u(x,t)
[1 Bonuspunkt fiir vollstindige Begriindung]

—ct



2. a) Dadie 2m-periodische Fortsetzung der Funktion
flx)=2% —-m<z<7
eine gerade Funktion ist, tauchen in ihrer Fourierreihe keine Sinus-Terme auf
(mit anderen Worten: b,, = 0 Vn € N)
[1P fiir die b,,, ob mit dieser Begriindung oder Rechnung]
Fiir die Koeffizienten a,, gilt:

1 [7 2 [T 123
= — dr = — 2dr = ——
ﬂ/_ﬂf(m) v 21 J, v T 3

T=7 1 )
= -7

=0
[1P fiir ao]

sowie

an = e f(x) cos(nz) dx = 1 /7r 2% cos(nx) dx

TJ s TJ s
1225 S
- - sin(n) — —/ —xsin(nx) dx
7r n e T
=0
12 =T 1 (" 2
= ;n_f cos(nx) - - = /_7T = cos(nzx) dx
= sin(nx) Iiﬂ:o
_ 4 )" furallen > 1
_ﬁ(_ )" fiir alle n > 1.

[2P. fiir a,]

Somit erhalten wir als Fourierreihe:

ao—l—Zancos nx = % i

n=1

n

cos(nx)

[1P fiir die Fourierreihe]
b) Da die 27-periodische Fortsetzung von
fr) =2 —m<z<m

eine stetige stiickweise stetig differenzierbare Funktion ist, konvergiert ihre Fou-
rierrethe gemél Theorem 3.3.1 aus der Vorlesung punktweise gegen ebendiese
2m-periodische Fortsetzung. Auswertung an der Stelle 7 liefert:

w2 = cos(nmw) 7 =1
=44 S N
3 * ; n? 3 * ;7#




[1P. fiir gute Wahl von z, z.B. z = £m oder x = 0]
Umstellen der Gleichung fiihrt zu

o

1 1
n=1

[1P. fiir das Ergebnis]



3.

a) Einsetzen des Produktansatzes X (z)7'(t) in die Gleichung u; — 4u,, = 0 fiihrt
zu

T't)X(x) — 4Tt X" () + T(t) X () =0
[1P fiir richtiges Einsetzen]

Da die Losung 7'(t) X () nicht gleich der Nullfunktion sein soll, gibt es Stellen,
an denen Division durch 7'(t) X (x) erlaubt ist. Dies fiihrt dann zu

() X"(x)
T T T X

Da die linke Seite der Gleichung nur von ¢ und die rechte nur von x abhéngt,
muss es eine Konstante A € R geben, sodass

{X”(:c) = AX(2), O<z<m
T'(t) = (AX—=1)T(t), t>0.

[1P fiir das System]

b) Fordert man zusitzlich noch die Randbedingungen u(0,¢) = u(m,t) = 0, so
muss X das Randwertproblem

X"z) = M(z), O0<z<m

16sen. Wir unterscheiden drei Fille fiir A:

e )\ > 0: In diesem Fall ist A\ = k? fiir ein & > 0 und die allgemeine Losung
von X" = A X lautet
X (z) = Ae*™ + Be .
Damit X (0) = 0 = X (7), muss A = B = 0, also X = 0 gelten. Dies fiihrt
nicht zu einer nichttrivialen Losung.
e )\ = 0: In diesem Fall ist die allgemeine Losung

X(x) = Az + B.

Wiederum erfordern die Randbedingungen X = 0. Auch in diesem Fall ist
keine nichttriviale Losung moglich.

[1P fiir den Ausschluss von A > 0]

e )\ < 0: Dann ist es moglich A als —k? mit & > 0 zu schreiben. Die allgemeine
Losung lautet
X(z) = Acos(kz) + Bsin(kz).

[1P fiir die allgemeine Losung im Fall A < 0]



©)

d)

e)

Die Randbedingung X (0) = 0 impliziert A = 0, wihrend die Randbedin-
gung X (1) =0
Bsin(km) =0
[1P fiir A = 0 und die Bedingung B sin(km) = 0]
erfordert, was fiir £ ¢ N B = 0 impliziert, aber fiir £ € N fiir beliebiges
B € R gilt. Die zuldssigen \,, sind somit von der Form

A\, = —n? mitn € N.
[1P fiir \,, = —n?]

Wir wissen bereits aus dem vorigen Aufgabenteil, dass X,,(z) = Bsin(nx) lau-
tet. Damit muss 7,, die Gleichung

T (t) = —(1 + 4n*) T, (1)

auf (0, 00) 16sen, d.h. T),(t) = Ce~ (4" Die gesuchten Basisldsungen lauten
also:

—(1+4n?)

e "sin(nz)

[1P fiir X,, und 1P fiir 7,,, multiplikative reelle Konstanten konnen getrost
vernachlissigt werden]

Gemil dem Superpositionsprinzip sind Linearkombinationen von Losungen der
Gleichung u; — 4u,, = 0 mit homogenen Randbedingungen wieder Losungen
der Gleichung mit homogenen Randbedingungen. Nun kann man sehen, dass
die Basislgsungen fiir n = 2 und n = 4 die Anfangsdaten sin(2x) und sin(4x)
besitzen. Damit ist die gesuchte Losung des Rand-Anfangswertproblems gerade

u(z,t) = e ' sin(2x) 4 e %" sin(4a)
[1P fiir das Superpositionsprinzip, 1P fiir die Losung]

(Bonus) Fiir festes = € (0, 7) gilt:

lim u(z,t) = lim (e‘m sin(2x) + e % sin(4x))

t—o0 t—o0
o R =65 _
= sin(2z) lim e " +sin(4z) lim e = 0.
t—r00 t—r00
—— ———

=0 =0



4. Fouriertransformation 5 Punkte]
1. Variante:

Das Integral

/_OO xf(z)dx

o0

kann als der Wert der Fouriertransformierten der Funktion z f (z) an der Stelle 0 inter-
pretiert werden.

[1P fiir FT an der Stelle Null]

Bekanntlich ist g
ef(@)(©) = i /()
[1P fiir FT von x f ()]
Da f(§) = ﬁ gegeben ist, ergibt sich
d, . d ¢ 1 (1424€%) — £ 48¢
&0 (m) - e

[2P fiir korrektes Ableiten]

Auswertung an der Stelle & = 0 liefert:

/Ooxf(x)dx——1'(”2452)_5'485

. (1 + 24€2)2 -

£=0

[1P fiir Ergebnis]

2. Variante:

Sei g : R — R eine Funktion, deren Fouriertransformierte durch

1
1 + 24¢2

gegeben ist. Dann ist f = ¢'.
[1P fiir den Zusammenhang zwischen f und ¢]

g kann mithilfe einer Tabelle bestimmt werden. Es gilt nimlich, dass die Fouriertrans-
formierte von e~%*! durch 621—&(12 gegeben ist.

[1P fiir Fourierinversion]



Da

ist, ist also

Demnach ist

1
1 11 1 2 7

14+2462 2482+ 5 2248+ 5

und wir konnen das Integral [, x f(x) dz berechnen:

[1P fiir g]
floy = fome >0
seval, x < 0.
[1P fiir f]
[stri =2 [ 2
xf(x)dr = — —e V2 dx
R o 48
T szoo * 1 _z
= —e V2 - ——e Vidr=—1.
3/24 v=0_ A V24 )
=0 =1
[1P fiir das Ergebnis]



5. Harmonische Funktionen [7 Punkte]

a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Losung des Randwertproblems

Au = O, inBR,
u = f, aufdBg,

auf der Kreisscheibe Br um (0, 0) mit Radius R in Polarkoordinaten durch

u(r,0) = ag + Z " (an, cos(nf) + by, sin(nf))

n=1

gegeben ist, wenn f in Abhingigkeit von 6 als

f(0) =ao+ Z R"(a, cos(nf) + by, sin(nb))

n=1
dargestellt werden kann.

[1P fiir allgemeine Losung bzw. die allgemeine Gestalt harmonischer
Funktionen auf der Kreisscheibe]

Nun gilt in der vorliegenden Aufgabe:
f(0) = (\/E (303(6))4 + (\/ﬁsin(e))4 = 100 cos*() + 100sin*(6).
[1P fiir f in Abhingigkeit von 6]

Wir haben also nun die Fourierreihe von f zu bestimmen. Dazu verwenden wir

die trigonometrischen Formeln

1 — cos(20)
2

1 + cos(26)

sin?() = 5

und cos*(f) =

Damit ergibt sich fiir cos*(6) und sin*(6):

2 2
cosi (6) = 1 + cos(260) _ 142 cos(20) + cos*(20)
2 4
1 1 1 + cos(40)
— = 4 =~ cos(20) 4 —— 2T
> 1 —cos(20)\~ 1 —2cos(20) + cos*(20)
i N 1
1 1 1 + cos(40)
=-+4= 20) + ——.
4 2 0s(20) + 8
Folglich ist also

f(0) = 100(0054(0) + sin4(0)) — 100 (§

4
1 + y) = 75 + 25 cos(46).



b)

Alternativ kann man ad hoc den obigen Ausdruck umschreiben:

f(6) = 100(cos*(#) + sin*(6)) = 100(cos®(0) + sin2(8))2 — 200 cos?(6) sin®(#)
= 100 — 200 cos?(#) sin*(6) = 100 — 50 sin*(260) = 100 — 25(1 — cos(46))
= 75 + 25 cos(40).

[2P fiir die Fourierreihe]

Damit ist .

u(r,0) =75+ ZT4 cos(40).

Um u in Abhéngigkeit von (z, y) darzustellen, schreiben wir mit Hilfe der Addi-
tionstheoreme fiir Sinus und Cosinus

cos(46) = cos* () + sin*(#) — 6sin?(0) cos?(h).
Damit gilt an der Stelle (z,y) = (7 cos(6), rsin(f)):
u(rcos(f), rsin(f)) = u(r,0) = 75+ %lr‘l (cos*(8) + sin*(6) — 6sin*(0) cos*(0))
=75+ }l(fl + 9t — 622y%).

Eine Probe zeigt, dass u eine harmonische Funktion ist und auf dem Kreis um
(0,0) mit Radius +/10 mit der Funktion 2 + ¢* libereinstimmt.

[1P fiir u]
Gemal dem Maximumprinzip nimmt « das Maximum auf dem Rand an, d.h.

— _ 4 4
Izgggmuw,y) = Iﬁggmum,y) I2g§§10(w +y°).

[1P fiir Maximumprinzip]

Schreibt man dies in Polarkoordinaten (wie oben), so ergibt sich
4 4y _ _ _ e :
x2ﬁ%}:{1o(x +y') = 025%};(75 25 cos(40)) = 75 — 25 i cos(46)

=75+ 25 = 100.

Alternativ kann man den Term z* + y* fiir 22 + y? = 10 auch als Funktion von
t = 22 mit 0 < t < 10 betrachten. Dann lisst sich die zu maximierende Funktion
als

t2 4+ (10 — t)?

schreiben, welche ihren maximalen Wert 100 an den Intervallrindern ¢ = 0 und
t = 10 annimmt.

[1P fiir korrekte Bestimmung des Maximalwerts]



6. Laplacetransformation [6 Punkte]

a)

b)

Bekanntlich ist die Funktion — die Laplacetransformierte der Funktion e®.
[1P fiir Berechnung dessen oder Zitat des Fakts]
Damit ergibt sich

1 1 4
20t _ 16t\ _ _ _
L =) = i1 (s — 20)(s — 16)
[1P fiir die Rechnung]

Es gilt fiir die Laplacetransformierte der Ableitung einer Funktion:

L(y)(s) = —y(0) + sL(y)(s)
[1P fiir die Laplacetransformierte der Ableitung]

Wenn also y/(t) — 20y(t) = 64¢e'% auf (0, 00) mit y(0) = 4, dann muss fiir die
Laplacetransformierte £(y)(s) gelten:

SE()(s) — 4= 0£()(s) =~

was nach Umstellen
4s

LW = 5156 0)

liefert.
[1P fiir die korrekte Laplacetransformierte]

Zur Bestimmung von y, also der Inversion der Laplacetransformation, gibt es
mindestens zwei Wege:

Variante 1:
Mit dem Ansatz
4s A B (A+B)s—20A—-16B
(s —16)(s — 20) s—16 Ts—20 (s — 16)(s — 20)
ergibt sich durch Koeffizientenvergleich die Partialbruchzerlegung
4s 20 16
(s—16)(s —20) s—20 s—16
Damit ist

1 1
y(t) = 205*1(5 - 20)@) — 16/3’1(8 — 16)(t) = 202 — 160",

Variante 2:

Bemerkt man, dass £(y)(s) = sL(f)(s) (mit f aus der vorigen Aufgabe) ist und
dass f(0) = 0 (nach Voraussetzung) ist, muss y = f’ sein, also

y(t) = 20e**" — 16",

[2P fiir die korrekte Riicktransformation]
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