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Aufgabe 1. [5 Punkte] Seien a, b und g differenzierbare Funktionen mit g > 0.

Entscheiden Sie, ob die Folgenden Differentialgleichungen in u(x, y) linear oder nichtli-
near sind und bestimmen Sie die Ordnung; falls linear, entscheiden Sie, ob sie homogen
oder nicht homogen sind. Im Fall einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
entscheiden Sie, ob die Gleichung elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch ist.

(a) auxxx + b(u4 + u) = 0

(b) a2uxx + uxuy = 1

(c) 4uxx + ux + uxy + 6uyy = 0

(d) (x2 − 2)uxx + 4xyuxy + (y2 − 2)uyy = g auf Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 > 16}.

Lösung.

(a) Nichtlinear, 3. Ordnung (1 Punkt)

(b) Nichtlinear, 2. Ordnung (1 Punkt)

(c) Linear, homogen, 2. Ordnung, elliptisch (1 Punkt)

(d) Linear, Nichtlinear, 2. Ordnung Die Determinante der betreffenden Matrix ist:

(x2 − 2)(y2 − 2)− 4x2y2 = −2(x2 + y2)− 3x2y2 + 4
≤ −32− 3x2y2 + 4 < 0 in Ω,

somit ist die PDGl hyperbolisch. (2 Punkte)
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Aufgabe 2. [10 Punkte] Lösen Sie mit der Methode der Separation der Variablen
das folgende Problem:

ut − 3uxx = 1 (x, t) ∈ (0, π)× R+,

ux(0, t) = ux(π, t) = 0 t ∈ R+,

u(x, 0) = sin2 x+ cos(3x) x ∈ (0, π).

Lösung. Da die Gleichung nicht homogen ist, finden wir zuerst eine partikulare Lösung:

wt − 3wxx = 1.

(1 Punkt)

Mit dem Ansatz w(x, t) = w(t), finden wir die partikuläre Lösung up(t) = t.

Die Funktion v = u− up löst:
vt − 3vxx = 0 (x, t) ∈ (0, π)× R+,

vx(0, t) = vx(π, t) = 0 t ∈ R+,

v(x, 0) = sin2 x+ cos(3x) x ∈ (0, π).

(2 Punkte)

Wir benutzen die Methode der Trennung der Variablen. Mit dem Ansatz v(x, t) !=
X(x)T (t), wird die DGl:

T (t)
3T (t) = X ′′(x)

X(x) = k, X ′(0)T (t) = 0, X ′(π)T (t) = 0.

(2 Punkte)

Insbesondere löst X:
X ′′ − kX = 0 x ∈ (0, π)
X ′(0) = 0,
X ′(π) = 0,

daher muss k ≤ 0,
√
−k ∈ N und X(x) = a cos(

√
−kx) für a ∈ R sein.

Was T betrifft, es gilt:

T ′ = 3kT in R+

somit muss T den Ausdruck T (t) = ce3kt für c ∈ R haben. (2 Punkte)
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Mit dem Superpositionsprinzip folgern wir, dass v als:

v(x, t) =
+∞∑
n=0

ane−3n2t cos(nx)

geschrieben werden kann, für geeignete an ∈ R. Da v(x, 0) = sin2 x + cos(3x) =
1
2 −

1
2 cos(2x) + cos(3x), finden wir, dass:

a0 = 1
2 , a2 = −1

2 , a3 = 1.

und an = 0 für n 6= 0, 2, 3. (2 Punkte)

Daraus schliessen wir, dass die Lösung u des ursprünglichen Problems

u(x, t) = up(t) + v(x, t) = t+ 1
2 −

1
2e−12t cos(2x) + e−27t cos(3x)

ist. (1 Punkt)
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Aufgabe 3. [10 Punkte]

(a) Finden Sie eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung:

wtt − 4wxx = sin x+ et, (x, t) ∈ R× R+

(b) Lösen Sie das folgende Problem:
utt − 4uxx = sin x+ et (x, t) ∈ R× R+,

u(x, 0) = 1
4 sin x+ cosx t ∈ R+,

ut(x, 0) = x+ 1 x ∈ R.

Lösung.

(a) Aufgrund der rechten Seite der Gleichung, ist ein geeignete Ansatz w(x, t) =
w1(t) + w2(x). Wir berechnen:

w1,tt(t) = et ⇒ w1(t) = et, −4w2,xx(x) = sin x⇒ w2(x) = 1
4 sin x;

eine partikuläre Lösung ist dann:

w(x, t) = 1
4 sin x+ et.

(b) Erste Möglichkeit. Wir benutzen (a). Falls u eine Lösung des Problems ist, löst
v = u− w das Problem:

vtt − 4vxx = 0 (x, t) ∈ R× R+,

v(x, 0) = cos x− 1 t ∈ R+,

ut(x, 0) = x x ∈ R.

Wir benützen die Formel von d’Alembert:

v(x, t) = 1
2 (cos(x+ 2t)− 1 + cos(x− 2t)− 1) + 1

4

∫ x+2t

x−2t
ξ dξ

= −1 + cos x cos(2t) + xt.

Wir schliessen, dass die Lösung des ursprünglichen Problem

u(x, t) = w(x, t) + v(x, t)

= 1
4 sin x+ et − 1 + cos x cos(2t) + xt.

ist.
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Aufgabe 4. [10 Punkte] Hier nennen wir Z die Menge der ganzen Zahlen:

Z = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .}.

Sei α ∈ C \ Z fixiert; betrachten Sie die 2π-periodische Fortsetzung der Funktion:

fα(x) = cos(αx) für x ∈ (−π, π].

(a) Nehmen Sie für diese, und nur für diese, Teilaufgabe an, dass α = 1
π
. Skizzieren

Sie den Graph von fα.

(b) Bestimmen Sie die komplexe und die reelle Fourier-Reihe von fα. Konvergieren
diese Reihen gegen die 2π-periodische Fortsetzung von fα? Begründen Sie Ihre Antwort.

(c) Mithilfe der folgenden elementaren Identitäten:

cosh(x) = cos(ix), sinh(x) = sin(ix)
i

,

bestimmen Sie den Wert von:
+∞∑
n=1

1
1 + n2 .

Hinweis für (c): Betrachten Sie die reelle Fourier-Reihe von fα(x) für geeignete α ∈ C\Z
und x ∈ R.

Lösung.

(a) Der Graph is wie folgt:

x

y

+
π

+
−π

(1 Punkt)
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(b) Da fα stetig und stückweise differenzierbar ist, konvergiert ihre Fourier-transformierte
punktweise gegen die 2π-periodische Fortsetzung von fα. (1 Punkt)

Was die komplexe Fourier-Reihe von fα betrifft, ist der nte Fourier Koeffizient durch:

cn = 1
2π

∫ π

−π
cos(αx)e−inx dx

= 1
4π

∫ π

−π
(eiαx + e−iαx)e−inx dx

= 1
4π

∫ π

−π
(ei(α−n)x + e−i(α+n)x) dx

= 1
4π

[
ei(α−n)x

i(α− n) −
e−i(α+n)x

i(α + n)

]x=π

x=−π

= (−1)n
4πi

(eiαπ − e−iαπ)(α + n)− (e−iαπ − eiαπ)(α− n)
α2 − n2

= (−1)nα
π

sin(απ)
α2 − n2

gegeben. Folglich ist die komplexe Fourier-Reihe von fα
∑
n∈Z

(−1)nα
π

sin(απ)
α2 − n2 einx.

(2 Punkte)

Was die reelle Fourier-Reihe betrifft, weil fα gerade ist, hat die Reihe nur Cosinus-
Koeffizienten, die durch:

a0 = c0 = sin(απ)
απ

, an = cn + c−n = 2(−1)nα
π

sin(απ)
α2 − n2 ,

gegeben sind. Deswegen ist die reelle Fourier-Reihe durch

sin(απ)
απ

+
∞∑
n=1

2(−1)nα
π

sin(απ)
α2 − n2 cos(nx).

gegeben. (2 Punkte)

(c) Um zu n2 + 1 im Nenner zu erhalten, setzen wir α = 1 in der reelle Fourier-Reihe
ein:

fi(x) = sin(iπ)
iπ

+
∞∑
n=1

2(−1)ni
π

sin(iπ)
−1− n2 cos(nx),
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und mit den elementaren Identitäten können wir

cosh x = sinh π
π

+
∞∑
n=1

2(−1)n
π

sinh π
1 + n2 cos(nx)

schreiben; zuletzt setzen wir x = π ein um die gesuchte Summe zu bekommen:
∞∑
n=1

1
1 + n2 = π

2
cosh π
sinh π −

1
2 .

(4 Punkte)
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Aufgabe 5. [10 Punkte] Betrachten Sie die Funktion f(x) = (1 − |x|2)χ[−1,1](x),
wobei:

χ[−1,1](x) =

1 falls x ∈ [−1, 1],
0 sonst.

Hier bezeichnet F die Fourier-Transformation.

(a) Berechnen Sie f ′ (welche ausserhalb der Punkte −1 und 1 definiert ist) und
zeichnen Sie die Graphen von f und f ′.

(b) Berechnen Sie F(f ′).

(c) Berechnen Sie F(f) mithilfe von (b).

Solution.

(a) Die Ableitung ist:

f ′(x) =

−2x if x ∈ (−1, 1),
0 if x ∈ R \ (−1, 1).

Der Graph von f ist:

x

y

+
−1

+
1

und der Graph von f ′ ist:
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x

y

+
−1

+
1

(2 Punkte)

(b) Durch partielle Integration berechnen wir:

F(f ′)(ξ) =
∫
R
f ′(x)e−iξx dx

=
∫ 1

−1
−2xe−iξx dx

=
[
2xe−iξx

iξ

]1

−1
−
∫ 1

−1
2e−iξx
iξ

dx

= 2
iξ

(e−iξ + eiξ)− 2
iξ

[
e−iξx
−iξ

]1

−1

= 4
iξ

cos ξ − 2
ξ2 (e−iξ − eiξ)

= 4i
(

sin ξ
ξ2 −

cos ξ
ξ

)
.

(5 Punkte)

Durch die Formel F [f ′](ξ) = (iξ)F [f ](ξ), und (b) folgern wir, dass:

F [f ](ξ) = 1
iξ
F [f ′](ξ) = 4

(
sin ξ
ξ3 −

cos ξ
ξ2

)
.

(3 Punkte)
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