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Priifung
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Name:
Legi-Nr.:
Studiengang:

Bitte legen Sie Ihre Legi offen auf den Tisch. Tabelle nicht ausfiillen!
Mobiltelefone sind auszuschalten und im
G'epiiclf zu verstauen. Lesen Sie folgende Aufg. | Punkte Kontrolle
Hinweise aufmerksam durch.

e Priifungsdauer: 120 Minuten.

1 [10]
e Zugelassene Hilfsmittel: Zusammenfassung auf
maximal 20 A4-Seiten (10 beidseitige A4-Blatter),
selbstverfasst von Hand oder getippt. Formelsamm- 2 [10]
lung. Worterbiicher. Keine sonstige Literatur, kein
Taschenrechner. 3 (103

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt
und lassen Sie die obere linke Ecke jedes Blattes A

[10]

zum Heften frei. Versehen Sie alle abzugebenden
Bléatter mit [hrem Namen. Sortieren Sie die Blatter.
e Schreiben Sie in Blau oder Schwarz. Schreiben g fol
Sie nicht mit Bleistift oder in roter/griiner Farbe.
Benutzen Sie keinen Tipp-Ex. Schreiben Sie sauber!

. ) . ) Ca . . Total [50]
Was nicht eindeutig lesbar ist, wird ignoriert.
e Simtliche Antworten miissen begriindet werden. o
Wenn Sie Aussagen aus der Vorlesung verwenden, Vollstandigkeit

machen Sie deutlich, worauf Sie sich beziehen.

e Maximalpunktzahl: 50 Punkte. Note
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Aufgabe 1. Losen Sie das folgende Problem:
U — DUy = 0

u(0,t) =3

u(2,t) =7

(Q?,t) € (072) X R+J
teR,,
te Ry,

3 sin(mx)

u(a:,O)=2(x+2) 5

Losung. Eine stationdre Losung v(z,t) = v(x) des Problems

— 4sin(mx) cos(mx), x € (0,2).

v — By, =0 (x,t) € (0,2) x Ry,
v(0,t) =3 teR,,
U(2,t) = 7 t c R+,

is gegeben durch v(x) = 2z + 3. Wir betrachten jetzt die Differenz w = u — v, die das
Problem

Wy — DWyy =0 (x,t) € (0,2) x Ry,
w(O,t)ZO t€R+,
w(2,8) =0 teR,,
w(x,0) = _sm(27mc) — 4sin(mx) cos(mx) x € (0,2),

16st. Wie bekannt (Separation der Variablen) ist die Losung dieses Problem gegeben
durch

w(z,t) = Cpe™ ™7 sin (n;m) :
n=1

wobei Y0, C, sin(nmz/2) die Fourier-Reihe der ungerade Fortsetzung von w(z,0) ist.
Mithilfe der trigonometrischen Formeln sehen wir, dass

w(z,0) = _sin{mz) _ 2sin(2nz), x € (0,2).
somit ist
1
Cy = 3 Cy= -2,

und C),, = 0 sonst. Daraus schliessen wir, dass die gesuchte Losung ist
u(z,t) = v(x,t) +w(z,t)

1
=2r+3— ge_5”2t sin (mnz) — 22" gin(272).
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Aufgabe 2. Sei a > 0 bestimmt. Betrachten Sie die Funktion

1 1]
272"
(a) Berechnen Sie die Fourier-Reihe der 1-periodischen Fortsetzung von f, sowohl

in komplexer als auch in reeller Form. Konvergiert die Reihe gegen die Funktion?
Begriinden Sie ihre Antwort.

(b) Mithilfe von (a) berechnen Sie die Summe der folgenden Reihe:

fo(z) = cosh(azx), =€

s 1
HZ:O Am2n? 4+ o2’

Erinnerung: Die Hyperbelfunktionen sind definiert durch:

et et et — et

cosh(t) = 5 sinh(t) = 5

Losung.

(a) Die 1-periodische Fortsetzung von f,, definiert eine stetige, C1-stiickweise Funktion,
somit konvergiert punktweise ihre Fourier-Reihe zu dieser Fortsetzung.

Der n-ter komplexe Fourier-Koeffizient ist berechnet durch

1/2 o
= / cosh(ax)e™ ™" dz
1/2

/1/2 (a—2min)z + e—(a+27rin) dx
"2

1/2
1 e(a—?ﬂ'm)z e—(OH-Qﬂ'in)z z=1/2
" 2|la—2min  a+2min — 1)

1 1
S )
(=1)"sinh(a/2) o — 2min + a + 2min
B (_1)n2a sinh(a/2)
B a? + 4m2n?
somit sind die reellen Fourier Koeffizienten gegeben durch

% _ cp = 2sinh(a/2),

2
, dasinh(a/2)

n = Cn + 0 = (1) o? +4nn?’

b, =i(c, —c_p) = 0.

n>1

Y



Mathematik 11 ,
ETH Zirich, 12. Februar 2018

Die gesuchte Fourier-Reihe kann dann als

nQO'/ smh(a/Q) 2minx
7;Z(—l) m (Complexe Form),
e 4o sinh(a /2
2sinh(a/2) + ;(—D"W cos(2mz)  (reelle Form),

geschrieben werden.

(b) Wegen der punktweisen Konvergenz, setzen wir in der reellen Fourier-Darstellung

von f,, x = % ein um zu erhalten

2sinh(a/2) _ > 1
cos(a/2) = — + 4asinh(a/2) nZ::l e
also
i 1 _ 1 cosh(a/2) 1
= a4 4r2n2  dasinh(a/2) 202
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Aufgabe 3. Sei B;(0) = {(z,y) € R?* : 22 + y? < 1}, und seien u : B;(0) — R die
Losung des Problems

Au=0 in By(0),
) u = ; —y* —xy auf 9B,(0),
und v : B1(0) — R die Losung des Problems
Av =0 in By(0),
(1) v = 194 —xy auf 0B4(0).

(a) Betrachten Sie die Differenz 6 = u — v. Ohne w und v explizit zu berechnen,

O esgilt 6 > 0in B;(0),
O esgilt § <0 in B1(0),
[0 existieren zwei Punkte pg, p1 € B1(0) so dass d(po) > 0 und d(p;) < 0,

[J man kann nicht sagen, welche der vorangegangenen Moglichkeiten gilt.
Begriinden Sie ihre Auswahl.

(b) Bestimmen Sie explizit die funktion u Losung von (I), sowohl in Polar- als auch
in kartesischen Koordinaten.

Losung.
(a) Die korrekte Wahl ist
O esgilt § < 0in By(0).

Tatséchlich weil v und v harmonisch sind, ist auch § harmonisch, ausserdem gilt
1
iz,y) = = y?> <0 auf 0B(0),

somit schliessen wir aus dem Mamimum-Prinzip, dass § < 0 in B;(0).

(b) In Polarkoordinaten und mithilfe elementaren trigonomestrischen Forlmen sehen
wir, dass

u(1,0) = = —sin?(#) — cos Osin &
1 —cos(20) N sin(20)
2 2

cos(20) + ;sin(%) auf 9B;(0),

N =N =N =
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und mit diesem Ausdruck, bekanntlich kan die polar-Darstellung von u als
1, 1, . .
u(r,0) = 57 cos(26) + 5" sin(26) in B;(0)

geschrieben werden. Was die kartesische Form betrifft, aus den trigonometrischen
Identititen sin(26) = 2sin 6 cos § und cos(20) = cos? § — sin  wir kénnen schreiben

2
u(r,0) = % (0052 6 — sin® @ — 2sin 6 cos «9)
2
=5 ((cosé’ — sin6)? — 2sin 0)
1 :
= §(x —y)*—2y* in By(0).
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Aufgabe 4.

Fiir eine Funktion ¢ : R — C, wir nennen Fourier-Original von ¢ die eindeutige
Funktion (falls sie existiert) ® : R — C so dass

FIPJ(E) = 0(&), €€R,

wobei F die Fourier-Transformation zeigt.
Sei jetzt f € L'(R) eine stetige Funktion.

(a) Nehmen Sie an, dass die Funktion g(§) = &£ F[f](§) das Fourier-Original G besitzt.
Finden Sie einen Ausdruck fiir G [in termini di] f.

(b) Nehmen Sie an, dass die Funktion h(&) = % das Fourier-Original H besitzt.
Finden Sie einen Ausdruck fiir H [in termini di] f und finden Sie explizit das Fourier-
Original von

o—2l¢]
hE) = = £eR.

Hinweis: erinnern Sie sich an die Ableitungsregeln fiir die Fourier-Transformation.
Losung.

(a) Weil F[G](&) = £F[f1(&) gilt, aus der Ableitungsregel F[f'](£) = i& F[f](€)

erhalten wir:

FE© =TI ke awy = 118,
(b) Wir suchen H so dass
F)(e) = T das st ¢ Flae) = FU716)

(&) = FIA1E), also H'(z) =1 f(x),

daraus folgt, aus dem Fundmentalsatz der Integralrechnung:

H) =i [ fy)dy.
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o—2l¢]

3

F [1} (€) = Tl

a? + 2 a

Explizit mit h(§) = , aus den Tabellen wissen wir, dass

somit schliessen wir, dass das gesuchte Fourier-Original

21 [z 1 7 T
) =2 [y do = arctan (3)

ist.
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Aufgabe 5. Losen Sie das folgende Problem mithilfe der Laplace-Transformation:

t
y'(t) +y(t) + 2/ =0y (0)df = e* t eR,
0
y(0) =0,
Y (0) =2.
Hinweis: Erinneren Sie sich an den Faltungssatz fiir die Laplace-Transformation.

Losung. Wir definieren u(s) = L[y|(s) und wenden die Laplace-Transformation auf
beide Seiten der Differentialgleichung. Mit folgenden Tatsachen:

e Faltungssatz:
c [ [ =0 cw] — L[ %y (s) = Le*)(s) Lly)(5);

e Ableitungsregeln:

Lly")(s) = s*Lly](s) — sy(0) — y/'(0),
L[y'(s) = sL[y](s) — y(0);

o Llem)(s) = 2

s—a’

wird die Gleichung

s*u(s) — 2 +u(s) +

also:
2s — 3
s(s —1)2

Flr eine PBZ machen wir den Ansatz:

u(s) =

25 — 3 LA—i— B + C
s(s—1)2 s s—1 (s—1)2
_(A+B+0)s’+(-2A-B+C)s+ A
s(s—1)2 ’
also
A+B+C=0,
—2A-B+D=2 = A=3 B=-3C=5.

A=3
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Somit kénnen wir schreiben:

3 3 n )
s s—1 (s—1)%

woraus mit einer Riicktransformation folgt es, dass die Losung des Problems
y(t) = 3 — 3¢’ + 5te’

ist.

10



