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1 [10]
e Zugelassene Hilfsmittel: Zusammenfassung auf
maximal 20 A4-Seiten (10 beidseitige A4-Blatter),
. 2 [10]
selbstverfasst von Hand oder getippt. Formelsamm-
lung. Worterbiicher. Keine sonstige Literatur, kein
Taschenrechner. 3 [10]

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt
und nicht auf die Aufgabeblatter. Lassen Sie die A

[10]
obere linke Ecke jedes Blattes zum Heften frei. w0
Versehen Sie alle abzugebenden Blatter mit Threm
Namen. Sortieren Sie die Blatter. 5 [10]
e Schreiben Sie in Blau oder Schwarz. Schreiben
Sie nicht mit Bleistift oder in roter/griiner Farbe. Total (503
Benutzen Sie keinen Tipp-Ex. Schreiben Sie sauber!

Was nicht eindeutig lesbar ist, wird ignoriert.
e Samtliche Antworten miissen begriindet werden. Vollstandigkeit

Wenn Sie Aussagen aus der Vorlesung verwenden,

machen Sie deutlich, worauf Sie sich beziehen.
Note

e Maximalpunktzahl: 50 Punkte.
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Aufgabe 1. [10 Punkte] Entscheiden Sie, fiir jede der folgenden Differentialgleichun-
gen in u(z,y),

e ob die Differentialgleichung linear oder nichtlinear ist und bestimmen Sie ihre
Ordnung;

e im Fall einer linearen Differentialgleichung, ob sie homogen oder nicht homogen
ist;

e im Fall einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung, ob sie elliptisch, hyper-
bolisch oder parabolisch ist.

Uzgr + Uyyy = 51‘,

Losung.
(a) Die DGIL. ist linear, 3. Ordnung, nicht homogen; [2 Punkte]
(b) Die DGI. ist nicht linear, 2. Ordnung; [2 Punkte]
(c) Die DGL ist nicht linear, 2. Ordnung; [2 Punkte/
(d) Die DGI. ist linear, 2. Ordnung, homogen. Da (Notation geméss dem Skript,

§1.6)
a=4b=2c=3 = §=-8<0,
ist die DGI. elliptisch. [2 Punkte]
(e) Die DGIL. ist linear, 2. Ordnung, nicht homogen. Da

a:4—x2,b:—x2—y,c:4—y2,

3
= 5:4x2+4y2—i$2y2—16§4—16<0 auf €,

ist die DGI. elliptisch. [2 Punkte]
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Aufgabe 2. [10 Punkte| Bestimmen Sie mithilfe der Formel von d’Alembert, den

Wert im Punkt (z,t) = (0, 10) der Losung des Problems:

utt—25um:0 (l’,t) ERXR+,
u(z,0) =z z € R,
ut(z,0) = 6ze” x € R.

Losung. Gemiss der Formel von d’Alembert (mit ¢ = v/25 = 5), ist u durch

u(x — 5t,0) + u(x + 5t,0) N 1 x+5tUt(€ 0) d

ulw,y) = 2 10 Joost
gegeben.
Weil
u(r —5t,0) +u(x +5t,0) o —5+x+5
2 2 ’
und

x+5t

/ zt u(€,0)dé = 6[(c — 1]
= 6ez((x — 1)’ — ™) + 5t (e’ + e_5t)>
= 12ex((m — 1) sinh(5¢t) + 5t cosh(5t)>,

kann u als
6
u(z,t) =z + 5e%((x — 1) sinh(5¢) + 5t cosh(5t) )
geschrieben werden. Daraus schliessen wir, dass der gesuchte Wert

u(0,10) = g( — sinh(50) + 50 cosh(50))

ist.

[4 Punkte]

[4 Punkte]

[2 Punkte]
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Aufgabe 3. [10 Punkte] Losen Sie das folgende Problem, indem Sie alle Schritte
der Methode der Separation der Variablen beschreiben:

ur — 16Uz, =0 (x,t) € (0,1) x Ry,
u(l,t) =0 teR,,

u(z,0) = 2sin*(7z) = € (0,1).

Hinweis: Erinnern Sie sich an die trigonometrische Identitét:

1
sin®(a) = 1(3 sina —sin(3a))  fur jedes a € R.

Losung. Der Separationsansatz lautet u(x,t) = X (2)T'(¢), also wird die DGL.
up — 16Uy, = T' () X (z) — 16T (1) X" (x) = 0,
und, weil z und ¢ unabhéngige Variablen sind, konnen wir

T() _ X'x)

167(t)  X(2)

fir eine Konstante ¢ € R schreiben. [3 Punkte]
Bekanntlich gilt
T'(t) = cl6T(t) <= T(t) = be',

acos(v/—cx) + bsin(y/—czx) falls ¢ <0,
X'z)=X(x) <= X(x)=Sar+b falls ¢ = 0,
aeVer 4 bever falls ¢ > 0

fiir beliebige a,b € R. Mit den Randbedingungen des Problems folgern wir, dass die
passenden Werte

c=—7m*n* (neN), a =0, beR,
sind. [3 Punkte] Somit gilt

T(t) = T, (t) = bpe " X (2) = X, (2) = by, sin(mnz).
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Also folgern wir, dass die Losung des betrachteten Problems fiir passende Konstanten
b, € R als

u(z,t) =Y bpe 07" sin(nz)
n=1
dargestellt werden kann. [2 Punkte]

Um solche Konstanten zu bestimmen, bemerken wir, dass die Gleichung
u(z,0) = > by sin(rnz) =2 sin®(7x)
n=1
erfiilllt werden muss, also (vgl. den Hinweis)
61:3/2, b3:—1/2 und bn:Ofurn#l,ZS

Schlussendlich ist die gesuchte Losung als

3 1
u(zx,t) = 56_16“2t sin(mnzx) — 56_16“2% sin(3mx)

gegeben. [2 Punkte]
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Aufgabe 4. [10 Punkte] Betrachten Sie die Funktion:
fla)=ze%", zeR.
(a) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte von f.

ithilte der FKigenschatten der Fourier-Transformation berechnen Sie die Integrale
b) Mithilfe der E haften der F Transf berech Sie die I 1
/f(x)dx, /a:f(x)dx
R R

Hinweis fiir (b): benutzen Sie die Eigenschaft der Fourier-Transformation:
d"Ff]

Fletf1(6) = =1

©), k=1,2,3,...

Losung.
(a) Mit den Eigenschaften der Fourier-Transformation erhalten wir, dass

FIfUE) = Flze™)(€) = iF[e "] (€),

[2 Punkte]
und
2 1 2
FIe)(©) = £ 7l )(¢/3)
[2 Punkte]
Also, weil bekanntlich Fle *"](¢) = \/Ee_§ gilt, berechnen wir
Fle)(6) = —YTee e,
somit folgern wir, dass
FIfE) = i Ve
[2 Punkte]
(b) Mit den Berechnungen in (a) folgern wir
| f@)az = Flfi©0) =0,
[2 Punkte]
und
O B R S W) R
/Rxf(x)dx—z]-"[f]( )_z[—zMQ—B)e ]g =
[2 Punkte]
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Aufgabe 5. [10 Punkte] Sei f : R — R die 2-periodische Fortsetzung auf R der
Funktion

1 falls — 1<z <0,
X —
(r—1)% falls0<x<1.
(a) Skizzieren Sie den Graph von f.
(b) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe von f.

(c) Bestimmen Sie mithilfe von (b) den Wert der Reihe

Hinweis fiir (¢): Werten Sie die Fourier-Reihe von f in einem geeigneten Punkt aus.
Losung.

(a) Der Graph von f sieht wie folgt aus:

—_
—-
DO+
o

[1 Punkt]
(b) Weil f Periode 2 hat, ist ihre Fourier-Reihe gegeben durch

S(f)(z) = % + i an, cos(2mz) + by, sin(27x),

n=1

[y

-1
1
= 1f cos(mnz)dz, n>1,

1

= [ f(x)sin(mnz)dz, n >1.
-1
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Berechnung von ag. Wir berechnen:

0 1 1 4
aoz/ dx+/(x—1)2dx:1+f:f.
—1 0 3 3

Berechnung von a,, n > 1. Es gilt
0 1
a, = / cos(mnx) dz +/ (z — 1)? cos(mnz) du,
-1 0
somit berechnen wir

/ " cos(mna) dz — lsm(ﬁm)]: o,

-1 ™m
und
1 sin(7mnx) Yoo .
—1)? do = [(z — 122 2 1 d
/0 (x — 1)% cos(mnz) dx [(x ) p— ]0 — (x — 1) sin(mnz) dz
2 Lo

=5 q(x —-1) cos(mm:)] 0 - /0 cos(mnz) dx)
2 - sin(rna) ]! 2
~ m2n? ™ |,)  wn?

also erhalten wir: a, = —2. [3 Punkte]

Berechnung von b,, n > 1. Es gilt
0 1
b, = / sin(mnzx) dx —I—/ (z — 1)*sin(mnz) da,
-1 0

somit berechnen wir

/0 sin(mnz) dr = [_ COS(M]O (—1)#

b
und

+ — [ (z—1)cos(mnx)dx

™ Jo

5 cos(mnr) oo
™m |,

/Ol(x —1)%sin(rnz) dr = — l(x - 1)

:1+2Q($_Umm]:_/;mmdx>

™m ™m ™m
1 2 1

= + 33 [cos(wn:c)}o
1 2

— )1
B (i
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also erhalten wir:

b= T 2 o,

™ m3n3
[8 Punkte]

Die gesuchte Fourier-Reihe somit ist

2

m2n

(= 2
™ * m3n3

S(f)(z) = ; + i_o:l 5 cos(mnz) + ( (=)™ — 1)) sin(mnx).

[1 Punkt]

(c) Die Funktion f ist stetig und stiickweise differenzierbar in (—1, 1), somit konvergiert
ihre Fourier-Reihe punktweise gegen die Funktion: f(x) = S(f)(z) fur jedes x € (—1,1).

Insbesondere gilt

FO=SU0) > 1=3+>
daraus schliessen wir, dass der Wert der gesuchten Reihe
SR
—n* 6
ist. [2 Punkte]



