ANALYSIS 1 HERBSTSEMESTER 2018
Prof. Peter Jossen Montag, 8. Oktober

Ubungsserie 3

Zur Abgabe am 15. Oktober: Aufgaben 2,3,5,7,12

Aufgabe 1. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € K die
Ungleichung

[lz] = [yl| < |z —y]
gilt. In welchen Féllen gilt Gleichheit?

Aufgabe 2. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, dass
r<y <= *+r<yP+y

fiir alle z,y € K gilt.

Aufgabe 3. Sei (K, <) ein angeordneter Korper und seien z,y, z € K mit xyz > 0. Zeigen
Sie, dass die folgende Ungleichung gilt.
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Aufgabe 4 (Challenge). Finden Sie einen angeordneten Korper (K, <) der ein Element
x € K enthélt, mit der Eigenschaft dass n < x fiir alle n € Z gilt.

Hinweis: Der Korper den Sie suchen darf schon einmal nicht ein Unterkérper von R sein. Beginnen Sie also
damit, zu den reellen Zahlen formell ein Element ¢ hinzuzufiigen und damit einen Koérper K = R(¢) zu
definieren. Stichwort fiir Recherche: rational function. Interpretieren Sie Elemente von R(¢) als Funktionen
in der Variablen ¢, und nutzen Sie diese Interpretation um R(¢) zu ordnen : Fiir f,g € R(¢) deklarieren Sie
f > g falls es ein ¢y € R gibt mit f(¢) > g(¢t) fiir alle t > ¢y. Folgern Sie n < ¢ fiir alle n € Z.

Aufgabe 5. Sei R ein Korper reeller Zahlen, und sei u € R. Zeigen Sie, dass es ein eindeutiges
Element ¢ € R gibt, mit ¢ + ¢ = u. Benutzen Sie dabei die Folgerung aus Aufgabe 2. Was
kénnen Sie demnach iiber die Funktion f : R — R sagen, die durch f(z) = 2 + x gegeben
ist?



Aufgabe 6 (Ubung zum Schreibstil). Versuchen Sie, eine dreidimensionale Variante der
komplexen Zahlen zu definieren, also einen Kérper D mit Elementen die informell als

z=a+bi+cj

mit a,b,c € R geschrieben werden. Nachdem sie sich davon iiberzeugt haben dass das ir-
gendwie nicht geht, formulieren Sie eine mathematisch prézise Vermutung. Schreiben Sie eine
kurze Nachricht an einen Professor um zu fragen ob sie/er etwas iiber Thre prizis formulierte
Vermutung weiss und weiterhelfen kann. IThr Professor kennt die komplexen Zahlen, weiss
aber sonst nicht um was es geht.

Aufgabe 7. Finden Sie alle komplexen Zahlen ¢ mit der Eigenschaft ¢ +c = 0. Was kénnen
Sie demnach iiber die Funktion f : C — C sagen, die durch f(z) = 2* + z gegeben ist?

Aufgabe 8. Schreiben Sie die Losungen der folgenden Gleichungen fiir z € C in der Form
z=a-+bi mit a,b € R.

(a)  z=(4+3)(2-1) (c) =z=7%2 (e) 2=
b)  z=(2-1)? (d)  z=2 )  224+34+4i=0

Aufgabe 9. Zeichnen Sie folgende Teilmengen der Komplexen Ebene.
(a) {zeC| 1< 2] <3}

Aufgabe 10. Stellen Sie eine Liste von Ungleichungen zusammen, wobei Sie auch die Funk-
tionen Re, Im und | - | benutzen diirfen, mit der Eigenschaft dass die Menge aller z € C die
diese Ungleichungen erfiillen ein ausgefiilltes gleichseitiges Dreieck in der komplexen Ebene
bildet. Wie viele Ungleichungen brauchen Sie? Kénnen Sie auch ohne die Funktionen Re und

Im auskommen?

Aufgabe 11 (Ubung zum Schreibstil). Ein Dreieck mit Seitenlingen 3, 4 und 5 ist recht-
winklig, da 3% + 42 = 5% gilt. Man nennt ein Tripel natiirlicher Zahlen (a,b,c) primitives
pythagordisches Tripel falls a? 4+ b* = ¢? gilt, und der grosste gemeinsame Teiler von a, b, ¢
gleich 1 ist. Demnach ist (3,4,5) so ein pythagoriisches Tripel. Ein weiteres Beispiel liefert
die Gleichung

91004468168113% + 285155008928162 = 95367431640625>

Zeigen Sie dass es unendlich viele primitive pythagoréische Tripel gibt. Die komplexe Zahl
3 4 4i kann dabei helfen. Produzieren Sie einen kurzen Text iiber das Thema, der fiir eine
Zeitschrift fiir Gymnasialstudenten bestimmt ist.



Aufgabe 12. Wir betrachten die komplexen Zahlen z = (1 + v/3i) und w = J%(S +1).
Uberpriifen Sie dass |z| = 1 und |w| = 1 gilt, und zeichnen Sie die ungefihre Position von z

und w in der Komplexen Ebene.

(1) Mit Maschinenhilfe, berechnen Sie z, 2%, 23, 2%, ... sowie w, w? w? w?,... und zeich-

nen diese Punkte in der Komplexen Ebene.
(2) Berechnen Sie 2" fiir alle n € Z. Formulieren Sie eine Vermutung iiber die Menge
{w™ | n € Z} und beweisen Sie davon was Sie kénnen.

Aufgabe 13 (Recherche). Fiir diese Aufgabe bendtigen Sie einen Computer und etwas
Programmierfdahigkeit. Sei ¢ € C eine fixe komplexe Zahl, und sei f : C — C die Funktion
die durch f(z) = 22 —c fiir alle z € C gegeben ist. Wir definieren die Iterationen von f durch

fr=fof, fP=fofof, ..., fr=p0Voy
also zum Beispiel gilt f°%(z) = (22 — ¢)?> — cund f°*(z) = ((2* — ¢)? — ¢)? — ¢ und so fort.
Wir interessieren uns fiir die Menge
Jor={2€C|VneN: |f"(z)| <2}
Die Menge J,. heisst Julia Menge mit Parameter c.
(1) Fixieren Sie ¢ = —0.75+0.11, und zeichnen Sie {z € (C} |for(2)] < 2} fiirn =1,2,3,4
(2) Durchlaufen Sie Pixel mit geeignet skalierten Koordinaten (z,y) € [-2,2] x [-2,2]
und priifen Sie fir n = 1,2,3,... ob |f"(z + yi)| < 2 gilt. Falls das fiir alle n > 1
bis hin zu einer grossen Zahl N (Grossenordnung 1000, stellvertretend fiir unendlich)
gilt, so farben Sie das Pixel schwarz, ansonsten brechen Sie ab und farben das Pixel

weiss. Experimentieren Sie mit anderen Parametern, oder einer anderen Funktion

anstelle von f.

Die Ausgabe fiir ¢ = —0.75 + 0.11: sollte in etwa so aussehen:



