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Aufgabe 1. Sei

L (R") ={¢ € CF(R") | [[¢lla,p <00 Va,f €N}

der Schwartzraum, wobei |¢||a,5 = SUpycgn [290P@|. Zeigen Sie, dass .7 (R™)
ein Frechet-Raum ist. Gehen Sie dazu wie folgt vor. Wir schreiben . = .7 (R").

a) Die || |la,p: ¥ — R>¢ sind Halbnormen, d.h. es gilt |Ad||a.s = |Al||¢]la,s
und ||¢1 + ¢ lo, fir alle A € R, ¢1,02 € 7.

b) Die Abbildung d : .%¥ x ¥ = R>(¢ mit

[¢1 — ¢2lla,8
d(p1, pg) = Z 9—lal—18] :
ek 1+ (|61 — d2lap

ist eine Metrik auf ., d.h. eine Abbildung mit d(¢1, ¢2) = d(¢a, ¢1),

d(¢1,92) = 0 = ¢1 = ¢ und d(¢1, ¢2) < d(¢1,¢3) + d(P3, P2) fiir alle
¢; € 7.

¢) Eine Folge ¢,, € . ist Cauchy in der in (b) konstruierten Metrik, genau
dann wenn sie in jeder der Halbnormen aus (a) Cauchy ist.

d) .7 ist vollstdndig, d.h. jede Cauchyfolge in . konvergiert.

Aufgabe 2. Seien f,g,h € L'(R"). Die Faltung f * g von f mit g ist
definiert durch
(f xg)(x) = N flz —y)g(y)dy
Zeigen Sie

a) Die Faltung ist eine bilineare, assoziative, kommutative Abbildung
LY(R") x LY(R™) — LY*(R™). Insbesondere ist ||f * gl|z1 < || fllz:|lgllz:-

b) Zeigen Sie f  g(k) = f(k)a(k).

¢) Wenn f oder g eine bestimmte Regularitdt hat, dann wird diese an die
Faltung iibertragen, im folgenden Sinne:
Sei f € CY(R") fiir ein ¢ > 0 beschriinkt mit beschriinkten partiellen
Ableitungen. Dann ist f x g € C*(R™).
Insbesondere gilt 0y (f * g) = (0 f) * g fir & € N§ mit |a| < 2.

d) Benutze die Fouriertransformation von y um die Fouriertransforma-

11
tion der Funktion =22

0 >1
ffR>R z~ o] =
1—|z| sonst
zu berechnen.
Aufgabe 3. Berechnen Sie die Fouriertransformation folgender Funktio-
nen.

a) f:R—>R,z—

m2+12
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b) f:R R,z S

¢) f:R—-R, z— el cosx
d) f:R-R,z— e ®sing
e) fuR—=R,zmerol L

Vel
Bemerkung: f, € L*(R) fiir alle pp > 0 aber fo ¢ L'(R).

fiir 4 > 0. Berechne den Limes lim,,_,¢ ?;(k)

Aufgabe 4. Berechnen Sie die folgenden Integrale.
a) [7, e de
b) foo sin® z dx

oo z2(1+22) (14=x2)

Hinweis: Benutzen sie den Satz von Plancherel mit geeigneten Funktionen.

Aufgabe 5.

a) Sei A = Zl 1022 C(R?) — C*(R®) der Laplace Operator in Stan-
dardkoordinaten (xl, x9,x3). Definiere

@ :(0,00) x (0,7) x (0,27) — R?
(r,0,¢) — (rsinfcos¢, rsinfsin g, rcosh)

Zeigen Sie, dass fiir jede Funktion f € C%(IR?) gilt

2 1
(Af)op= <83 + ;ar + 742A52> (foyp)
mit

By (sin 09p) + #a;;
S

Ag2 =
o in? 6

1
sin
b) Sei f € C?(IR™) eine rotationsinvariante Funktion. Berechnen Sie Af.

Aufgabe 6. Sei F : ./ (R") — #(R") die Fouriertransformation auf dem
Schwartzraum.

a) Zeigen Sie F* = (27)?"1. Was kénnen Sie iiber die Eigenwerte schliessen?

b) Sein =1. Zeigen Sie, dass F den 4 dimensionalen Raum
X = {(a—i—bx—i—cwz —l—de) e~ 37" | a,b,c,d € (D}

auf sich selbst abbildet und bestimmen Sie die Eigenwerte von F.

Bemerkung: Die Konstante (2#)2" ist abhdngig von der Normierung der Fouri-
ertransformation. Fir F(f = on¥ )7 fRn Je —ikx gilt F* = 1.



