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Aufgabe 1. Beweisen Sie folgende Aussage. Es existiert eine Konstante
C > 0, sodass fiir alle f € C*°(R/27Z) gilt

1
sup |f(@) <C(|fI? N A 7r2
sup 7@ <€ (11 qoam + 115202

Zeige, dass die Ungleichung nicht gilt, wenn die L? Norm der Ableitung wegge-
lassen wird.
Hinweis: Entwickle f in eine Fourierreihe. Verwende dann die Cauchy-Schwarz

Ungleichung
1> Gnbal < O lanHV20 a2

nez neZ nez

mit by, = ﬁ und den Satz von Parseval (s. Serie 2).
Bemerkung. Dies ist ein einfaches Beispiel einer Sobolev Ungleichung.

Aufgabe 2. Betrachte die Gleichung
(=2 +cu=f
mit f € C*°(R/27Z), ¢ € [0,00). Beweise die folgenden Aussagen.
a) Sei ¢ > 0. Fiir jedes f existiert eine eindeutige Losung u € C°(R/27Z).

b) Sei ¢ = 0. Der Losungsraum ist ein eindimensionaler affiner Unterraum
von C*(R/27Z) wenn fo%r f(s)ds =0, er ist leer wenn f027r f(s)ds #0.

¢) Was passiert wenn ¢ < 07

Aufgabe 3. Seien f,g,h € L'(S'). Die Faltung f * g von f mit g ist

definiert durch
1 27

(fx9)(z) = o ; f(z —y)g(y)dy

Zeigen Sie

a) Die Faltung ist eine bilineare, assoziative, kommutative Abbildung
LY(SY) x LY(SY) — L1(S'). Insbesondere ist ||f * gllzr < || fllz1llgllz:-

b) Driicke die Fourierkoeffizienten von f * g als Funktion der Fourierkoef-
fizienten von f und g aus.

¢) Wenn f oder g eine bestimmte Regularitdt hat, dann wird diese an die
Faltung iibertragen, im folgenden Sinne:
Sei f € C*(S?) fiir ein k > 0. Dann ist f * g € C*(S!).

Aufgabe 4.
a) Sei f € L'Y(R™) und k € Ny sodass fiir alle « € NP mit |a| < k gilt
r > 29f(x) € LY(R™). Dann ist f € C¥(R™) und es gilt

0°f = (—iz)>f sup [0°f(k)| < oo
keR™
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b) Sei f € C*(R") und k € Ny sodass fiir alle @ € N? mit || < k gilt
f,0%f € LY(R"). Dann gilt

oof = (ik)" f sup [k f(k)| < oo
keR™

Aufgabe 5.

a) Sei a > 0. Zeigen Sie, dass die Fouriertransformation von e~*| gleich
2 .
ﬁ ist.

b) Benutzen Sie die Poisson-Summationsformel und a) im Limes a — 0, um
2
> ns>1 7z = %= zu berechnen.

Aufgabe 6. Verifizieren Sie die folgenden Rechenregeln fiir die Fourier-
transformation. Fiir f,g € L*(R") und «, 8 € C gilt

a) (af + Bg) = of + 3.
b) Fla)(k) = |a| " f(k/a), falls a % 0.

¢) fy(k) = f(k)e ™% wobei f,(x) = f(z —y) und y € R™.
d) 14, fg € LN(R") und [y, fgdw = [p, fodz

¢) f(k) = F(=F)
Berechnen Sie die Foureiertransformation folgender Funktionen.

) f{R->C,z— pe~ T BT,
Benutzen Sie dazu die obigen Rechenregeln und (4).

g)

0 >1
ffR>R z~ o] =
1—|z| sonst



