D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 1

REPETITION LINEARE ALGEBRA

1. Gegeben seien die folgenden zwei Basen von R3:

11 M7 (o] [o] [1
B = Of,(1],]1 , B= |, |1, |—7
0 0 1 1 0 0
0
a.) Sei v = [1]|. Berechne den Koordinatenvektor [v]z beziiglich der Basis B
0

und den Koordinatenvektor [v]z beziiglich der anderen Basis B.

—m+1
b.) Sei w € R?® mit [w]z = w2 . Bestimme die Koordinaten von w

T
beziiglich B.

Losung:

a.) Erster Lisungsweg: Wir berechnen zuerst die Transformationsmatrix L beziiglich
der Standardbasis £ und der Basis B. Es gilt per Definition

(bl b2 bg) = (61 €9 63)L

111
und daher ist L = (by by b3) = [0 1 1].
0 01
0 1 -1 0 0 —1
Damit gilt [v]z =L vle=L1 1] =10 1 —-1||1|=(1-~=
m m

m 0 0 1
Die Transformationsmatrix L;z,; von B nach B erfiillt die Gleichung

B = BLg.

Daher ist Lg; = B, wobei B~! die Inverse der Matrix (by by bs) bezeichnet. Es
gilt somit B! = L~! mit obigem L. Also gilt

1 -1 0 0 0 1 - -1 1+
Lzgz=10 1 -1 T 1l —7w|=|7n—-1 1 -7
0 O 1 1 0 O 1 0 0

1



Nun berechnen wir

0 0 1
1
A= LBB =|m 147 1
1 1 1
Schlussendlich berechnen wir
0 0 1 -1 T
[U]B:A[U]B:Lg;[v]sz ™ 1+7m 1 l—7n]l=|1—7

1 1 1 T 0

Zweiter Losungsweg: Wir mochten die foldende Koordinatenvektoren finden:

v v
W= |v*] []g= |7
v3 3

0 1 1 1 vt 02 403
1| =v=20" 0| +0® [1| +°|1]| = v? 403
T 0 0 1 v3

Aus der obigen Gleichungen folgern wir direkt v3 = 7, dann v* = 1 — 7 und

vt = —1. Fiir die andere Basis wollen wir, dass das folgende gilt:
0 0 0 1 o®
1| =v=0" || +0*|1| +0° |-7| = |70 + 0* — 70?
T 1 0 0 o!

Wir folgern direkt o' = 7 und 9® = 0. Das impliziert 9% = 1 — 72,
- =1 1+ —m+1

b.) Erster Losungsweg: Esist [w]g = A w]g = Lgglw]g = |[r—1 1 —x w2
1 0 0 T
R e o S o w2
—m?42r—1—-7nt -7 | = | -1+21 — 72
T+1 1+m
Zweiter Losungsweg: Wenn man die Wechselmatrix nicht berechnen will, hat man
1
w
es jetzt ein bisschen schwerer. Wir schreiben [w] = | w? |. Dann hat es
w?
0 0 1] ™
w=(—7+1) 7| +7|1| +7|-7| = |-72+7
1 0 0 —m+1




und somit erhalten wir

m 1 1 1 w' + w? + w?
—m?4a|l =w [0 +w? |1 +w? |1| = w? + w?
—m+1 0 0 1 w?
Daraus folgen wir w® = -7+ 1, w? = -7+ 7 — (-7 +1) = =72 + 27 — 1 und

w=m—(—n+1)— (-2 +27r - 1) = 72

. Sei
1 5 1 0 0
0 0 0 -1 0
B = 11,]100,{0/(,]07],{0
3 1 0 0 1
-1 0 —1 1 2

a.) Zeige, dass B eine Basis von R® ist und berechne die Transformationsmatrix
von B nach der Standardbasis €.
3
-9
b.) Sei v = |—9|. Bestimme die Koordinaten von v beziiglich B.
0
0

Lésung: a.) Die Menge B ist eine Basis, genau wenn die Matrix

Lpe =

W= O =
S = O O ot
N = O OO

-1

invertierbar ist. Wenn das der Fall ist, ist die Transformationsmatrix Leg von B
nach & die Inverse von Lgg. Deshalb berechnen wir die Inverse direkt durch Gauss-
Reduktion. Dadurch werden wir selbstverstandlich erfahren, dass Lgg invertierbar
ist.



Es ist

1 5 1 0 0[10000
000 0 —10[01000

1 0 0 0 0[00100

3 1.0 0 1(00010

10 -1 1 2[00 0 0 1

05 1 00[1 0 —1 0 0]

00 0 100 -1 0 00

— (10 0 000 0 1 00
01 0 010 0 —310

00 -1 12(0 0 1 01

1000 0]0 0 1 0 0

0100 100 -3 1 0

— 0010 —5|1 0 14 —5 0
0001 00 -1 0 0 0

0001 3|1 0 15 —5 1

1 0000[0 0 1 0 0
01000 F § 2 -3 §
— 001002 -3 11 W 5
00010[0 -1 0 0 0
1 1 5 1
0000 1|1 -1 5 3 1

Deshalb ist B eine Basis und die gewtinschte Transformationsmatrix

o 0 3 0 0
(T 6 =201
LgBZng=§ -2 =5 =33 10 -5
0 -3 0 0 0

-1 -1 =15 5 -1

b.) Es ist
0O 0 3 0 0 3 -9
(11T 6 =2 1 ]9 —20
[U]B:Lg;[v]g:Lmv:g -2 =5 =33 10 -5 |-9| = |112
0 -3 0 0 0 0 9
-1 -1 —-15 5 —1{ |0 47

3. Sei B = {1,z,2% 2} die Standardbasis des Vektorraumes V := R[z]<3 der reellen
Polynome vom Grad < 3. Sei weiter a : V' — V die Funktion «a(p(z)) = (z —

Dp'(z), wo p/(z) == 2(z), und B={l,z—1,(z—1)? (z—1)*}.



a.) Zeige, dass « linear ist. Beweise, dass BB eine Basis von V ist, die aus Eigen-
vektoren von a besteht.

b.) Sei 3 :V — R die lineare Abbildung f(z) ~ f(1). Bestimme die Matrix-
darstellung von g beziiglich B und beziiglich B.

c.) Schreib die Transformationsmatrix Lz, von B nach B und ihre Inverse Lyg.

Lésung: a.) Die Abbildung « ist wohl definiert, weil die Ableitung eines Polynoms
p noch ein Polynom ist, dessen Grad gleich deg(p) —1 ist, so dass deg((x —1)p') =
1+ deg(p’) = deg(p) < 3. Da die Ableitung linear ist, gilt das folgende fiir jedes
p,g €V und A € R:

alp+Ag) = (= 1)(p+Ag) = (z = 1)(p' + \)
=(z—1)p + Mz —1)¢ = a(p) + \a(q).

Deswegen ist « linear.

Ausserdem ist es fiir jedes k € {1, 2, 3}
o(w = 1)) = (z = 1) k(z = D =k(z - 1),

d.h., (z — 1)* ist ein Eigenvektor mit Eigenwert k. Dazu ist es a(1) = 0, so
dass das konstante Polynom 1 ein Eigenvektor mit Eigenwer 0 ist. Dann sind
die vier Elemente von B linear unabhéngig und deshalb bilden sie eine Basis des
vierdimensionalen Vektorraum V.

b.) Die Matrixdarstellung von f ist beziiglich einer Basis von V' und einer Basis
von R definiert. Wir nehmen £ = {1} als Basis von R. Um die Matrixdarstellung
zu bestimmen, muss man die Bilde der Basiselemente berechnen. Es ist

B(1) =1, B@") =1, B((x—1)") =0,
Somit berechnen wir die Matrixdarstellungen
Aep=1[1111] A;z=1[1000].
c.) Es ist
l=1,2—-1=-1+x (z-12*=1-22+2° (z—1)%= 143z — 32> +2°.

Deshalb ist die Transformationsmatrix

1 -1 1 -1
0 1 -2 3
Les=10 o 1 _3
0 0 0 1



Die Inverse lasst sich einfach als Transformationsmatrix Lgzz berechnen. Es ist
1=1
r=1+(x—-1)
=(1+z-12=1+2@x 1)+ (x—1)
P=1+2-1P2=1+3@—-1)+3@x—-1)*+(z - 1)

aus dem folgern wir

o O O
O O = =
S = N =
—_ W W

. Gegeben seien zwei linear unabhéngige Vektoren 11_1), 75 € R3 und die Basis
B = {U—1>7 ’UQ,’Ul X Ug} C R3

Bestimme die Matrixdarstellung der Funktion ¢ (7') = v3 x 7 beziiglich B.

Lésung: Im Folgenden bezeichnet - das Skalarprodukt zweier Vektoren, welches in
R? definiert ist durch die Rechenvorschrift

aq b1 a1 bl
as| - |ba| = a1by + asby + agbs € R fir alle [as , by| € R3.
as bg as b3

Sei 7 = a 0] + asvs + as (v_f X v_2>) ein Vektor in R?. Dann berechnen wir

p(T) =05 x T
:U_2>><(a17}_1>+a211_2)+a3(31>><v_2>))
2
Z—a1(0_1>><U_2>)—CL3(U_1>'U_2>)U_2>+G3HU—2>H U_1>

Oben haben wir die folgenden drei Eigenschaften
U x U =0 fiir alle ¥ € R?,

Ul X U = — (v_2>><v_1>) fﬁrallev_1>,v_2>€R3,
W (0 x W) = (7 W)W - ()
:HUQH v — vl-vg)w fiir alle v7, 05 € R?

des Kreuzproduktes verwendet. Die letzte dieser Identitaten folgt aus dem Grass-
mannschen Entwicklungssatz

— —

WX (@) =@ w75

v - vz) vs fir alle v_1>, 1)_2), 3 € R,



2
as] 23]
Beztiglich der Basis B hat ¢(z) den Koordinatenvektor | —as (171 . 175) und daher

—ay
0 0 H 1|
hat es Matygg= | 0 0 —(vf-03)|, weil gilt
-1 0 0
o\ [0 0 JEIET () (sl
Blay| = —v1 az | = | —asg (v - v2
as -1 0 0 a3 —aq
Bemerkung: Wenn Hv—gﬂ = 1 und v_fJ_v_g <= v_1> . v_% = 0, ergibt sich die

einfachere Losung

0
B=10
-1

o O O

1
0
0

Die obigen zwei Bedingungen an v und 5 miissen aber nicht erfiillt sein.



