D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 11

REZIPROKE BASIS7 KOVARIANTE UND KONTRAVARIANTE KOORDINATEN

1. Gegeben sind die Basen

1 0 1 1 1 0
B = 2(,101(,[0 und C = Of, -1, 1
1 —1 -1 1 0 -1

und das innere Produkt g auf V', fiir welches B orthonormal ist (siehe auch Serie
9, Aufgabe 3). Gegeben ist weiter der Vektor

(a) Bestimme die kontravarianten und kovarianten Koordinaten von v bezuglich

der Standardbasis £.

(b) Bestimme die Transformationsmatrix Lpe von C nach B und berechne die
reziproke Basis CY.

(c¢) Berechne die kovarianten Koordinaten von v beziiglich C.
Losung:

(a) Beziiglich £ bezeichnen wir die kontravarianten Koordinaten von v als [v]g =
[v']1<i<3 und die kovarianten Koordinaten von v als [v]gs = [v5]1<i<3, S0 dass
v = v'e; = vie! gilt. Die kontravarianten Koordinaten von v beziiglich £ sind

[v]e = 23 . (1)

Wie bei der Serie 9 Aufgabe 3 berechnet, ist die Matrixdarstellung von g
beziiglich der Standardbasis £ gegeben durch

2

[9]5*@5* = [gij] = —%
1

| voree |

— (VIV}

—_ | —_
—_



Wegen der Beziehung zwischen die kovarianten und kontravarianten Koordi-
naten von v gilt es

— J
Uy = gij U7,

was bedeutet, dass die Gleichung

2 -3 1772 —2
[vy vy v3])T = —% % -1 21 =13
1 -1 1 -3 -3

gilt. Also sind die kovarianten Koordinaten von v beziiglich £ durch

[]gs = [-2 3 —3]
gegeben.
Es hat
1 -1
1 1 0 1 0 1
Lsc = LecLpe = LggLpe = |0 —1 1 2 0 0
1 0 —1] 1 -1 -1
LT ][0 (2 -1 0
:51—1—1200:—1%1
1 1 —1f |1 -1 -1 1 11

Da B orthonormal beziiglich ¢ ist, gilt es B9 = B. Wir notieren die Basise-
lemente C9 = {c!, ¢?, *}. Wegen der Kontravarianz der reziproken Basis hat
es dann

C1 bl b1 2 —% 0 b1 2b1 — %bg
Al =Lgg |V*| =Lpe |bo| = |-1 1 1| |ba| = | —b1 + 3bo + b3
3 b bs 1L 1] [bs b1+ 2bs + bs
Wir berechnen die Basiselemente von CY explizit:
1 1 0 2
ct=212] - 510 =|4
1 —1 g
1 0 1 0
9 1
c=— |2+ 5 O|+]10]|=1[-2
1 -1 -1 —32
1 1 0 1 2
3
= 12| + 3 Ol+]10] =12
1 -1 -1 -1



(c) Wegen der Kovarianz gilt es fiir jedes i,j € {1,2,3}

([les)i = (Lee)H(W]es);,

was bedeutet, dass die kovarianten Koordinaten von v beziiglich C durch

1 1 0
[ves = []es - Lee =[-2 3 =3]-|0 =1 1 |=[-5 —5 6.
1 0 -1

gegeben sind.

2. Gegeben sind die vier 2 x 2 Matrizen

1o o 1 o 3 !
T R N R

und das innere Produkt g auf V' = R?*? das durch g(4, B) = Spur(A” B) definiert

1st.

‘ ' ' 1 0 (0 1] [0 O] {0 O
(a) Zeige, dass die Standardbasis & = {{0 0] ; [0 0] ) [1 0] ) [0 1]} or-

thonormal beziiglich ¢ ist und dass die Formel
11 12 11 212
g ([321 322} ’ [221 222}> — ! 4 1212 4 2121 4 222

gilt. [Hinweis: Serie 7, Aufgabe 4]
(b) Zeige, dass

B = {Bh B27B3a B4} und B = {QBI - BQ, Bl - B47B3 + B47 BQ + B3}

Basen von V sind.
(c¢) Berechne die reziproke Basis BY.

(d) Bestimme die Transformationsmatrix Lz von B nach B und die reziproke
Basis BY.

Losung:

(a) Erster Losungsweg: Fir jede 1 < 4,j < 2 bezeichnen wir als E;; die 2 x
2 Matrix, die den Eintrag 1 in der (i,j)-Koordinate trigt und sonst nur
Nullen hat. Wir haben bei der Aufgabe 4 der Serie 7 schon bemerkt, dass die
Gleichung g(Eij, Exe) = 0,10, fiir jede 7,7, k, 0 € {1,2} gilt, was bedeutet,
dass £ orthonormal beziiglich g ist.



Dann erhalten wir die Formel

all 12 pil pl2 » ” _—
g ({ 21 azz} ; |:b21 bzz}) =g (a”E’ij,b Ekg) = a"V" g (Eij, Exe)

a
— awbkeéi,kéj,l — E aIJbIJ — allbll + a12b12 —|—a21621 + a22b22.
1,J

Zweiter Losungsweg: Mann kann die Formel auch direkt berechnen:
all 12 plt pi2 Al 21 [ pi2
g <[a21 am} ) [bm b22}> = Spur <L12 a22:| [621 b22}>
Qlpll 4 212! "
= Spur <[ * a2p?! 4 a22b22}>

— QM g21p2l 4 g2 1 2222
Aus dieser Formel folgert man dann, dass die Gleichung ¢(E;;, Ex) = 0; 10,
fir alle 4, j, k, ¢ € {1,2} gilt, was heisst, dass € orthogonal zu g ist.

Um zu zeigen, dass B eine Basis ist, berechnen wir das Determinante der Ma-
triz der Komponenten der Vektoren von B beziiglich £, dass heisst, det(Lge).
Die Menge B ist eine Basis, wenn und nur wenn det(Lgg) # 0. Es hat

1 0 01
o1 31
Lee=|g 11 ¢
L0 00

3
und daher (Entwicklung auf der letzten Zeile)

0 01

1 1 1 1
det(Lpe) =+ |1 3 1|==(1+3]==#0.
311 o 3 2 2

Daraus folgern wir, dass B eine Basis ist.

Weiter berechnen wir det(Lggz). Wenn dieses Determinante nicht gleich Null
ist, ist dann B eine Basis von V. Per Definition gilt es

2 1 00
-1 0 01
Les=10¢ o 11
0 -1 10
und daher (Spalten-Operation und Entwicklung auf der letzten Zeile)
2 1 00 2 1 10
2 10
-1 0 01 -1 0 01
det(Lgg) = det 0 0 1 1 = det 0 0 11 _——01 (1) 1—1
0 -1 10 0 -1 0 0

Also ist B eine Basis.



(c) Da &£ orthonormal beziiglich g ist, ist die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich
& durch die Identitidtsmatrix gegeben. Wir notieren B = {B!, B?, B3, B}.
Per Definition gilt es beziiglich der Standarbasis

[B'e

{gsﬁ [lerces - [[Bile [Bole [Bsle [Bie] =1d —
|[BY]e ]

[B]e] [B']e

[B?]¢ I d e [B?]¢ o

[BS]E BE — [33]8 = Lpg.

|[B]e (B¢

[1 0 0 1|1 00 0 -1 0 00]/0 001
0 1 3 L0100 O 1 3110100
0 -1 100010 0 -1 10(00 10
-2 0 0 0/0 0 0 1 1 0 011000
[1 0 0 0/0 0 0 -3 10000 00 =3
01 5 11010 0f |01 35 0[=1 10 =3 |
0035 1/011 0 003 0/-111 =3
1001100 0 00011 00 3
[1 00 0/0 00 -3 1000[0 0 0 -3
0131 0/-110 -3 0100[-22 -1 —2
001 0[-222 o 7loo1o0|-22 2 o

3 3 3 ~5 3 3 ~
00011 00 3 00011 0 0 3

Also gilt es

[B']e 0 0 0 -3

BYe| _ o |-2 2 % -2

N I B B

[B4]¢ 1 0 0 3

Daraus erhalten wir die reziproke Basis

s={[ 2 A AL

(d) Die gesuchte Transformationsmatrix ist

2 1 00
|1 0 01
bes=lgs=10 0 11
0 -1 10



Wir berechnen die Inverse von Lgz durch die Kofaktormatrix. Es gilt

10 01 101 |[-1 0 1 1 0 o1"
o 11 —|o 11 o o 1 =|lo 0 1
110 0 10 [0 —10 0 —1 1
1 00 2.0 0 2 1 0 2 1 0
—lo 11 011 —=lo 0 1 0 0 1
PR B I e B 01 0 0 -1 0 [0 -1 1
BB~ 1|1 00 2 00 |2 1 0 2 1 0
0 01 —|=1 01 |-1 0 1/ =|=1 0 o0
110 0 10 [0 =10 0 —1 1
100 200 2 10 2 1 0
—lo 01 101 —=|-101 ~1 0 0
o101 0 1 1 0 01 0 0 1| |
1 -1 -1 11" 1 1 -1 1
12 2 2] |1 -2 2 —2
1 2 2 —1| T -1 —2 2 41
1 -2 -1 1 1 2 -1 1

Sei BY = {B', B? B? B'} die gesuchte reziproke Basis. Wegen der Kon-
travarianz der reziproken Basis gilt es

B! B! 1 1 -1 17 ][B! B!+ B?— B3+ B*
B o | B |1 -2 2 =20 |BY| _ |-B'-2B°+2B° -2
B3|~ BB |B3 -1 -2 2 —1| (B3 —B'—2B?2+2B3 - B*
Bt B4 1 2 -1 1| |B* Bl +2B%2 - B3+ B4

Wir berechnen

B'+B* - B+ B'= [O O]+ {_é 3} R [_25
0 -3 -1 2

und daher

B'+2B* - B’+ B'= B>+ [_11 8} - [j _321 + {_11 8} - {—%g

Weiter gilt es

—B'—2B*+2B%* - 2B* = B' - 2(B' + B> - B® + BY)

FRA ] A A



und

—B'-2B*+2B% - B*= (-B' - 2B* 4 2B* - 2B%) + B*
-2 0 10 -1 0
_{2 —3}*{0 3}_[2 o}'

Damit haben wir alle die Elemente der Basis B9 gefunden:

g [l 0 [-2 0] [-1 0] [5 3
-1 0]"[2 =3/"[2 0"|-3 —2
3. Gegeben sind der Vektorraum V = R[z]|<s der reellen Polynomen vom Grad < 2

und seine Basen £ = {1, z, 2%} und B = {1 + z + 22,3 + x, 32%}.

Sei g das innere Produkt auf V' dessen Darstellungsmatrix beziiglich £ gegeben ist
durch

oo
G=1]10 6 0
o

(a) Wende das Gram-Schmidt Verfahren auf B an, um eine orthonormale Basis
C von V beziiglich g zu finden. Finde dazu die Transformationsmatrix Leg
von B nach C.

(b) Bestimme die reziproke Basen CY und BY.
(c) Bestimme die kovarianten und kontravarianten Koordinaten des Polynoms
f =3+ x + 322 beziiglich £, C und B.

Losung:

(a) Sei C = {cg, 1,2} die gesuchte Basis. Um by zu ¢y zu normalisieren, berech-
nen wir seine Norm:

10 8 8 28
||bO||:\/g(l—l—x+x2,1+:ﬂ+x2):\/§+§+6+§+§:\/ﬁ:2\/§‘

Dann hat es
bo 1+x42° 1 x 22
Co 1= = = + + .
[1bol | 2V/3 2V3 23 23
Dann orthogonalisieren wir by
1 1 2 2
by =B+4+2)— ———9B+z,1+z+2°)(1+x+2°) =

(2v3)?
:(3+x)—i-(3-9+3-§+6) (142 +2%)

12 9 9

=3+4+z—1—z—2°>=2—2°



berechnen die Norm

10 8 28
Il = VaE— P =1 0 S B i

und erhalten daraus

bi 2 —x? x?
C1 —_
2

b2

Zum Schluss orthogonalisieren wir

1 2 2 z’ z” 1 2 2 2
by =32° — g Sx,l—? 1—? —Eg(Sx,1+x+x)(1+x+x)

8 1 28 2\ 1.8 28
_ 2 =z . _ I 2
= 3 3(9 5 —9)(1 —2> 4<9+—9>(1+x+x)

berechnen wir die Norm

10 8 8 28
|Ib§|l=\/g(l—x+w2,1—x+ff2):\/§+§+6+§+§=\/ﬁ:2¢§

und normalisieren auf
by 1—z+2? 1 x x?

= = — + ,
16 2v/3 2v3  2v3  2V3

Wir haben also die orthonormale Basis

c { 1 N 1 N 1 2 | 1, 1 1 N 1 2}
= x o, 1l — =x7, - x x
2V/3 23 2v/3 2 "2v/3 23 23

gefunden. Aus dem obigen Verfahren folgern wir die Gleichungen

Cy =

Co = bo
0_2\/3
bi b — b 1 1
A=y =Ty Tphtyh
b2l b2—|—201—b0 b2+b1—2b0 1 1 1
Y3 2v/3 2v/3 V323 T 2v3
Also hat es
1 1 1
Les=|0 3 35
1
0 0 e



(b) Da C orthonormal beziiglich ¢ ist, gilt es C = C9. Weiter gilt es beziiglich C

die Formel
[0%]c I
Id = [bl]c ’ [g]C ’ HbO]C [bl]c [b2]C} — [bl]c -1d - ngc.
L [0%]c

1 1 1
0]c 1 2 2
Dle| =(Lse) ' =Les=| 0 3 37|,
2 Y

was bedeutet, dass

1 1

V= 21¢§ (2\/5 N 2\1/§x2) - (1 B %‘752) B % (2\1/5 B 2;53:

+1 2)
i
2V/3

2

1 11, 1 11 1 11
_ 1 A N oy + Lt 1 9 1 1
pltere)—gtqr —gll-et)=—pdqr— - +ge
Tl 1,
=——+-x+-x
12 476
1 1 1 /1 1 1 11 1
bt =2 1——x2)+ < — T+ $2):———x2+—1—x—|—x2
2< 2 23 \2v3 2v3  2v3 2 4 12< )
T 11,
12 127 6"
ol (1 L 1x2)_1 R
2v3\2v3 2v3  2V3 12 127 127
(c) Es gilt
3
[fle =1
3

Wir notieren [f] = [f]e und [f;] = [f]es . Wegen der Beziehung zwischen
kontravarianten und kovarianten Koordinaten gilt fiir die Formel

fi=Gif,
was impliziert die Formel
% 0 g 3 6
T
fles=G-[fle=1]0 6 0| 1| =16
S0 2|3 12

Wegen der Kovarianz gilt es

([f)i = (Lie)] ([fles)s



was bedeutet, dass

flss = [fles - Les = [6 6 12

— ==
O = W

0
0| =[24 24 36].
3

Da C orthonormal ist, sind die kontravarianten und kovarianten Koordinaten
von f beziiglich C die selben. Wir suchen dann direkt nach den kontravari-
anten Koordinaten. Wir bemerken, dass das erste und das letzte Element
von C (ndmlich, ¢y und ¢y) beide dem Untervektorraum

{ag + ayx + ax2x® €V : ap = ay}

gehoren, dem auch f gehort. Dieser Untervektorraum ist durch eine nicht-
triviale lineare Gleichung definiert und ist daher von der Dimension 2. Also ist
er von ¢y und cy erzeugt. Dann suchen wir nach A\, u € R, die die Bedingung
f = Acg + pcs erfiillen. Wir erhalten

3+x+3$2:2—\1/3((>\+u)+()\—u)33+()\+ﬂ)x2)7

was aquivalent ist zu

{)\+u=%§
N — =
2v3

und Losung (A, p) = ( ) hat. Also hat es

1 1
V37 2V/3

fo=1E=D 0 w=[F 0 4.

10



