
D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Özlem Imamoglu

Musterlösung der Serie 11

reziproke Basis, kovariante und kontravariante Koordinaten

1. Gegeben sind die Basen

B =


1

2
1

 ,
 0

0
−1

 ,
 1

0
−1

 und C =


1

0
1

 ,
 1
−1
0

 ,
 0

1
−1


und das innere Produkt g auf V , für welches B orthonormal ist (siehe auch Serie
9, Aufgabe 3). Gegeben ist weiter der Vektor

v =

 2
2
−3

 .
(a) Bestimme die kontravarianten und kovarianten Koordinaten von v bezuglich

der Standardbasis E .

(b) Bestimme die Transformationsmatrix LBC von C nach B und berechne die
reziproke Basis Cg.

(c) Berechne die kovarianten Koordinaten von v bezüglich C.

Lösung :

(a) Bezüglich E bezeichnen wir die kontravarianten Koordinaten von v als [v]E =
[vi]16i63 und die kovarianten Koordinaten von v als [v]Eg = [vi]16i63, so dass
v = viei = vie

i gilt. Die kontravarianten Koordinaten von v bezüglich E sind

[v]E =

 2
2
−3

 . (1)

Wie bei der Serie 9 Aufgabe 3 berechnet, ist die Matrixdarstellung von g
bezüglich der Standardbasis E gegeben durch

[g]E∗⊗E∗ = [gij] =

 2 −3
2

1
−3

2
3
2
−1

1 −1 1



1



Wegen der Beziehung zwischen die kovarianten und kontravarianten Koordi-
naten von v gilt es

vi = gijv
j,

was bedeutet, dass die Gleichung

[v1 v2 v3]
T =

 2 −3
2

1
−3

2
3
2
−1

1 −1 1

 2
2
−3

 =

−2
3
−3


gilt. Also sind die kovarianten Koordinaten von v bezüglich E durch

[v]Eg = [−2 3 −3]

gegeben.

(b) Es hat

LBC = LECLBE = L−1CELBE =

1 1 0
0 −1 1
1 0 −1

−1 1 0 1
2 0 0
1 −1 −1


=

1

2

1 1 1
1 −1 −1
1 1 −1

1 0 1
2 0 0
1 −1 −1

 =

 2 −1
2

0
−1 1

2
1

1 1
2

1

 .
Da B orthonormal bezüglich g ist, gilt es Bg = B. Wir notieren die Basise-
lemente Cg = {c1, c2, c3}. Wegen der Kontravarianz der reziproken Basis hat
es dannc1c2
c3

 = L−1CB

b1b2
b3

 = LBC

b1b2
b3

 =

 2 −1
2

0
−1 1

2
1

1 1
2

1

b1b2
b3

 =

 2b1 − 1
2
b2

−b1 + 1
2
b2 + b3

b1 + 1
2
b2 + b3

 .
Wir berechnen die Basiselemente von Cg explizit:

c1 = 2

1
2
1

− 1

2

 0
0
−1

 =

2
4
5
2


c2 = −

1
2
1

+
1

2

 0
0
−1

+

 1
0
−1

 =

 0
−2
−5

2


c3 =

1
2
1

+
1

2

 0
0
−1

+

 1
0
−1

 =

 2
2
−1

2


2



(c) Wegen der Kovarianz gilt es für jedes i, j ∈ {1, 2, 3}

([v]Cg)i = (LCE)
j
i ([v]Eg)j,

was bedeutet, dass die kovarianten Koordinaten von v bezüglich C durch

[v]Cg = [v]Eg · LCE = [−2 3 −3] ·

1 1 0
0 −1 1
1 0 −1

 = [−5 −5 6].

gegeben sind.

2. Gegeben sind die vier 2× 2 Matrizen

B1 =

[
1 0
0 −1

3

]
, B2 =

[
0 1
−1 0

]
, B3 =

[
0 1

2

1 0

]
, B4 =

[
1 1
0 0

]
und das innere Produkt g auf V = R2×2, das durch g(A,B) = Spur(ATB) definiert
ist.

(a) Zeige, dass die Standardbasis E =

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
or-

thonormal bezüglich g ist und dass die Formel

g

([
a11 a12

a21 a22

]
,

[
b11 b12

b21 b22

])
= a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22

gilt. [Hinweis: Serie 7, Aufgabe 4]

(b) Zeige, dass

B = {B1, B2, B3, B4} und B̃ = {2B1 −B2, B1 −B4, B3 +B4, B2 +B3}

Basen von V sind.

(c) Berechne die reziproke Basis Bg.

(d) Bestimme die Transformationsmatrix LBB̃ von B̃ nach B und die reziproke
Basis B̃g.

Lösung :

(a) Erster Lösungsweg : Für jede 1 6 i, j 6 2 bezeichnen wir als Eij die 2 ×
2 Matrix, die den Eintrag 1 in der (i, j)-Koordinate trägt und sonst nur
Nullen hat. Wir haben bei der Aufgabe 4 der Serie 7 schon bemerkt, dass die
Gleichung g(Eij, Ek`) = δi,kδj,` für jede i, j, k, ` ∈ {1, 2} gilt, was bedeutet,
dass E orthonormal bezüglich g ist.
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Dann erhalten wir die Formel

g

([
a11 a12

a21 a22

]
,

[
b11 b12

b21 b22

])
= g

(
aijEij, b

k`Ek`

)
= aijbk`g (Eij, Ek`)

= aijbk`δi,kδj,` =
∑
I,J

aIJbIJ = a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22.

Zweiter Lösungsweg : Mann kann die Formel auch direkt berechnen:

g

([
a11 a12

a21 a22

]
,

[
b11 b12

b21 b22

])
= Spur

([
a11 a21

a12 a22

] [
b11 b12

b21 b22

])
= Spur

([
a11b11 + a21b21 ∗

∗ a21b21 + a22b22

])
= a11b11 + a21b21 + a21b21 + a22b22

Aus dieser Formel folgert man dann, dass die Gleichung g(Eij, Ek`) = δi,kδj,`
für alle i, j, k, ` ∈ {1, 2} gilt, was heisst, dass E orthogonal zu g ist.

(b) Um zu zeigen, dass B eine Basis ist, berechnen wir das Determinante der Ma-
triz der Komponenten der Vektoren von B bezüglich E , dass heisst, det(LBE).
Die Menge B ist eine Basis, wenn und nur wenn det(LBE) 6= 0. Es hat

LBE =


1 0 0 1
0 1 1

2
1

0 −1 1 0
−1

3
0 0 0


und daher (Entwicklung auf der letzten Zeile)

det(LBE) = +
1

3

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1

2
1

−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ =
1

3

(
1 +

1

2

)
=

1

2
6= 0.

Daraus folgern wir, dass B eine Basis ist.

Weiter berechnen wir det(LB̃B). Wenn dieses Determinante nicht gleich Null
ist, ist dann B̃ eine Basis von V . Per Definition gilt es

LB̃B =


2 1 0 0
−1 0 0 1
0 0 1 1
0 −1 1 0


und daher (Spalten-Operation und Entwicklung auf der letzten Zeile)

det(LB̃B) = det


2 1 0 0
−1 0 0 1
0 0 1 1
0 −1 1 0

 = det


2 1 1 0
−1 0 0 1
0 0 1 1
0 −1 0 0

 = −

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
−1 0 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Also ist B̃ eine Basis.
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(c) Da E orthonormal bezüglich g ist, ist die Matrixdarstellung von g bezüglich
E durch die Identitätsmatrix gegeben. Wir notieren Bg = {B1, B2, B3, B4}.
Per Definition gilt es bezüglich der Standarbasis

[B1]E
[B2]E
[B3]E
[B4]E

 · [g]E∗⊗E∗ ·
[
[B1]E [B2]E [B3]E [B4]E

]
= Id ⇐⇒


[B1]E
[B2]E
[B3]E
[B4]E

 · LBE = Id ⇐⇒


[B1]E
[B2]E
[B3]E
[B4]E

 = L−1BE .

Wir berechnen durch Gauss-Reduktion die Inverse von LBE :
1 0 0 1
0 1 1

2
1

0 −1 1 0
−1

3
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

→

−1

3
0 0 0

0 1 1
2

1
0 −1 1 0
1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

→


1 0 0 0
0 1 1

2
1

0 0 3
2

1
1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 −3
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0

→


1 0 0 0
0 1 1

2
0

0 0 3
2

0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 −3
−1 1 0 −3
−1 1 1 −3
1 0 0 3

→


1 0 0 0
0 1 1

2
0

0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 −3
−1 1 0 −3
−2

3
2
3

2
3
−2

1 0 0 3

→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 −3
−2

3
2
3
−1

3
−2

−2
3

2
3

2
3
−2

1 0 0 3


Also gilt es 

[B1]E
[B2]E
[B3]E
[B4]E

 = L−1BE =


0 0 0 −3
−2

3
2
3
−1

3
−2

−2
3

2
3

2
3
−2

1 0 0 3

 .
Daraus erhalten wir die reziproke Basis

Bg =

{[
0 0
0 −3

]
,

[
−2

3
2
3

−1
3
−2

]
,

[
−2

3
2
3

2
3
−2

]
,

[
1 0
0 3

]}
.

(d) Die gesuchte Transformationsmatrix ist

LBB̃ = L−1B̃B =


2 1 0 0
−1 0 0 1
0 0 1 1
0 −1 1 0


−1

.
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Wir berechnen die Inverse von LB̃B durch die Kofaktormatrix. Es gilt

L−1B̃B =
1

1



∣∣∣∣∣∣
0 0 1
0 1 1
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣
−1 0 1
0 1 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
−1 0 1
0 0 1
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
0 0 1
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 1
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2 0 0
0 1 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
0 0 1
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2 1 0
0 0 1
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 0 1
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣
2 0 0
−1 0 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

2 1 0
−1 0 1
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣

2 1 0
−1 0 0
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 0 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

2 0 0
−1 0 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
−1 0 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

2 1 0
−1 0 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣



T

=


1 −1 −1 1
1 −2 −2 2
−1 2 2 −1
1 −2 −1 1


T

=


1 1 −1 1
−1 −2 2 −2
−1 −2 2 −1
1 2 −1 1

 .
Sei B̃g = {B̃1, B̃2, B̃3, B̃4} die gesuchte reziproke Basis. Wegen der Kon-
travarianz der reziproken Basis gilt es
B̃1

B̃2

B̃3

B̃4

 = L−1B̃B


B1

B2

B3

B4

 =


1 1 −1 1
−1 −2 2 −2
−1 −2 2 −1
1 2 −1 1



B1

B2

B3

B4

 =


B1 +B2 −B3 +B4

−B1 − 2B2 + 2B3 − 2B4

−B1 − 2B2 + 2B3 −B4

B1 + 2B2 −B3 +B4

 .
Wir berechnen

B1 +B2 −B3 +B4 =

[
0 0
0 −3

]
+

[
−2

3
2
3

−1
3
−2

]
−
[
−2

3
2
3

2
3
−2

]
+

[
1 0
0 3

]
=

[
1 0
−1 0

]
und daher

B1 + 2B2 −B3 +B4 = B2 +

[
1 0
−1 0

]
=

[
−2

3
2
3

−1
3
−2

]
+

[
1 0
−1 0

]
=

[
1
3

2
3

−4
3
−2

]
.

Weiter gilt es

−B1 − 2B2 + 2B3 − 2B4 = B1 − 2(B1 +B2 −B3 +B4)

=

[
0 0
0 −3

]
− 2

[
1 0
−1 0

]
=

[
−2 0
2 −3

]
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und

−B1 − 2B2 + 2B3 −B4 = (−B1 − 2B2 + 2B3 − 2B4) +B4

=

[
−2 0
2 −3

]
+

[
1 0
0 3

]
=

[
−1 0
2 0

]
.

Damit haben wir alle die Elemente der Basis B̃g gefunden:

B̃g =

{[
1 0
−1 0

]
,

[
−2 0
2 −3

]
,

[
−1 0
2 0

]
,

[
1
3

2
3

−4
3
−2

]}
3. Gegeben sind der Vektorraum V = R[x]62 der reellen Polynomen vom Grad 6 2

und seine Basen E = {1, x, x2} und B = {1 + x+ x2, 3 + x, 3x2}.
Sei g das innere Produkt auf V dessen Darstellungsmatrix bezüglich E gegeben ist
durch

G =

10
9

0 8
9

0 6 0
8
9

0 28
9

 .
(a) Wende das Gram-Schmidt Verfahren auf B an, um eine orthonormale Basis
C von V bezüglich g zu finden. Finde dazu die Transformationsmatrix LCB
von B nach C.

(b) Bestimme die reziproke Basen Cg und Bg.

(c) Bestimme die kovarianten und kontravarianten Koordinaten des Polynoms
f = 3 + x+ 3x2 bezüglich E , C und B.

Lösung :

(a) Sei C = {c0, c1, c2} die gesuchte Basis. Um b0 zu c0 zu normalisieren, berech-
nen wir seine Norm:

||b0|| =
√
g(1 + x+ x2, 1 + x+ x2) =

√
10

9
+

8

9
+ 6 +

8

9
+

28

9
=
√

12 = 2
√

3.

Dann hat es

c0 :=
b0
||b0||

=
1 + x+ x2

2
√

3
=

1

2
√

3
+

x

2
√

3
+

x2

2
√

3
.

Dann orthogonalisieren wir b1

b⊥1 = (3 + x)− 1

(2
√

3)2
g(3 + x, 1 + x+ x2)(1 + x+ x2) =

= (3 + x)− 1

12
·
(

3 · 10

9
+ 3 · 8

9
+ 6

)
(1 + x+ x2)

= 3 + x− 1− x− x2 = 2− x2,
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berechnen die Norm

||b⊥1 || =
√
g(2− x2, 2− x2) =

√
4 · 10

9
− 4 · 8

9
+

28

9
=
√

4 = 2.

und erhalten daraus

c1 =
b⊥1
||b⊥1 ||

=
2− x2

2
= 1− x2

2

Zum Schluss orthogonalisieren wir

b⊥2 = 3x2 − g
(

3x2, 1− x2

2

)(
1− x2

2

)
− 1

12
g
(
3x2, 1 + x+ x2

) (
1 + x+ x2

)
= 3x2 − 3

(
8

9
− 1

2
· 28

9

)(
1− x2

2

)
− 1

4

(
8

9
+

28

9

)(
1 + x+ x2

)
= 3x2 + 2

(
1− x2

2

)
−
(
1 + x+ x2

)
= 1− x+ x2,

berechnen wir die Norm

||b⊥2 || =
√
g(1− x+ x2, 1− x+ x2) =

√
10

9
+

8

9
+ 6 +

8

9
+

28

9
=
√

12 = 2
√

3

und normalisieren auf

c2 :=
b⊥2
||b⊥2 ||

=
1− x+ x2

2
√

3
=

1

2
√

3
− x

2
√

3
+

x2

2
√

3
.

Wir haben also die orthonormale Basis

C =

{
1

2
√

3
+

1

2
√

3
x+

1

2
√

3
x2, 1− 1

2
x2,

1

2
√

3
− 1

2
√

3
x+

1

2
√

3
x2
}

gefunden. Aus dem obigen Verfahren folgern wir die Gleichungen

c0 =
b0

2
√

3

c1 =
b⊥1
2

=
b1 − b0

2
= −1

2
b0 +

1

2
b1

c2 =
b⊥2

2
√

3
=
b2 + 2c1 − b0

2
√

3
=
b2 + b1 − 2b0

2
√

3
= − 1√

3
b0 +

1

2
√

3
b1 +

1

2
√

3
b2

Also hat es

LCB =


1

2
√
3
−1

2
− 1√

3

0 1
2

1
2
√
3

0 0 1
2
√
3

 .
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(b) Da C orthonormal bezüglich g ist, gilt es C = Cg. Weiter gilt es bezüglich C
die Formel

Id =

[b0]C
[b1]C
[b2]C

 · [g]C ·
[
[b0]C [b1]C [b2]C

]
=

[b0]C
[b1]C
[b2]C

 · Id · LBC.
Somit erhalten wir[b0]C

[b1]C
[b2]C

 = (LBC)
−1 = LCB =


1

2
√
3
−1

2
− 1√

3

0 1
2

1
2
√
3

0 0 1
2
√
3

 ,
was bedeutet, dass

b0 =
1

2
√

3

(
1

2
√

3
+

1

2
√

3
x+

1

2
√

3
x2
)
− 1

2

(
1− 1

2
x2
)
− 1√

3

(
1

2
√

3
− 1

2
√

3
x+

1

2
√

3
x2
)

=
1

12
(1 + x+ x2)− 1

2
+

1

4
x2 − 1

6
(1− x+ x2) = − 1

12
+

1

4
x− 1

12
x2 − 1

2
+

1

4
x2

= − 7

12
+

1

4
x+

1

6
x2

b1 =
1

2

(
1− 1

2
x2
)

+
1

2
√

3

(
1

2
√

3
− 1

2
√

3
x+

1

2
√

3
x2
)

=
1

2
− 1

4
x2 +

1

12
(1− x+ x2)

=
7

12
− 1

12
x− 1

6
x2

b2 =
1

2
√

3

(
1

2
√

3
− 1

2
√

3
x+

1

2
√

3
x2
)

=
1

12
− 1

12
x+

1

12
x2.

(c) Es gilt

[f ]E =

3
1
3


Wir notieren [f i] = [f ]E und [fi] = [f ]Eg . Wegen der Beziehung zwischen
kontravarianten und kovarianten Koordinaten gilt für die Formel

fi = Gijf
j,

was impliziert die Formel

[f ]TEg = G · [f ]E =

10
9

0 8
9

0 6 0
8
9

0 28
9

3
1
3

 =

 6
6
12

 .
Wegen der Kovarianz gilt es

([f ]Bg)i = (LBE)
j
i ([f ]Eg)j,

9



was bedeutet, dass

[f ]Bg = [f ]Eg · LBE =
[
6 6 12

] 1 3 0
1 1 0
1 0 3

 =
[
24 24 36

]
.

Da C orthonormal ist, sind die kontravarianten und kovarianten Koordinaten
von f bezüglich C die selben. Wir suchen dann direkt nach den kontravari-
anten Koordinaten. Wir bemerken, dass das erste und das letzte Element
von C (nämlich, c0 und c2) beide dem Untervektorraum

{a0 + a1x+ a2x
2 ∈ V : a0 = a2}

gehören, dem auch f gehört. Dieser Untervektorraum ist durch eine nicht-
triviale lineare Gleichung definiert und ist daher von der Dimension 2. Also ist
er von c0 und c2 erzeugt. Dann suchen wir nach λ, µ ∈ R, die die Bedingung
f = λc0 + µc2 erfüllen. Wir erhalten

3 + x+ 3x2 =
1

2
√

3

(
(λ+ µ) + (λ− µ)x+ (λ+ µ)x2

)
,

was äquivalent ist zu {
λ+ µ = 3

2
√
3

λ− µ = 1
2
√
3

und Lösung (λ, µ) =
(

1√
3
, 1
2
√
3

)
hat. Also hat es

[f ]Cg = [f ]TC =
[
λ 0 µ

]
=
[

1√
3

0 1
2
√
3

]
.
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