D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 12

SPANNUNGSTENSOREN

1. Sei € := {ey, €9, €3} eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarprodukts
von R®. Ein Spannungstensor o sei beziiglich dieser Basis wie folgt gegeben

o 10
o=lo"]:=1 -1 1
0 1 0

Bestimme die drei Hauptspannungen o4, 09, 03 und die drei Hauptspannungsrich-
tungen vy, , Vg,, Ugy VO 0.

Lésung: Fiir das charakteristische Polynom p, () erhalten wir

Po(A) = det (o — AId)
-\ 1 0
= det I —-1-Xx 1 =X (=1=XA)+0+0—0+A+ A
0 1 -\
=X (=1 =N +22=A-A =N +2)=-AA-1)(\+2).

Wir sehen, dass p,(A) die drei Nullstellen A\; = —2, Ay = 0 und A3 = 1 besitzt.
Damit erhalten wir fiir die drei Hauptspannungen oy := A\, 09 := Ay, 03 := A3 die
folgenden Werte:

0'1:—2, 0'2:(), 0'3:1.

Um die drei Hauptspannungsrichtungen v,,, vy,, Vs, zu berechnen, miissen wir die
Gleichung

1
gi
g
3

g4

v
OV, = 00, <= (0 —o;ld)v,, =0 fiir i = 1,2, 3 nach v,, := |v; | auflsen.
v

7

Mit anderen Worter suchen wir fiir jeden Eigenwert von o nach dem relativen
Eigenraum.

Wir berechnen also die Hauptspannungsrichtungen v,,:

210 x
(Vgy) =E_9=ker(c+2Id)=ker [1 1 1| =< |2z]| :x€R ),
01 2 x



0 1 0 x
(Vgy) = Ey = ker(o 4+ 2Id) =ker |1 -1 1| = 0|:zeRy,,
0 1 0 —x
(-1 1 0 T
(Vgg) = By =ker(c+2Id)=ker | 1 -2 1| =< |z|:z€R
01 -1 T
Zum Beispiel:
1 1 1
Voy = 2], Voy=| 0], V5, = |1
1 —1 1

2. Sei € := {e1, €9, e3} eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarprodukts
von R3. Wieder sei ein Spannungstensor o beziiglich dieser Basis wie folgt gegeben

(a) Bestimme die Hauptspannungen o1, 09, 03 von o.

(b) Bestimme eine Orthonormalbasis B := {b, by, b3} von R? beziiglich derer o
durch eine Diagonalmatrix beschrieben wird.

(c) Bestimme die ersten drei Spannungsinvarianten Iy, I und I3 (Skript Seite
86) des obigen Spannungstensors o.

Losung:
(a) Das charakteristische Polynom p, () von o ist gegeben durch

-2 0 6
Po(A) =det(c —Ald) =det | 0 1—-X O
6 0 5—A

=M1 =XN)(5—=A) =36(1—A) = (1—N)(=5X+ )\ —36).
Das Polynom —5\ + A% — 36 = A\ — 5\ — 36 besitzt die Nullstellen

5i\/25+4-36_5i\/169_5113_{9
2 N 2 2| -4

Also besitzt p,(A) die drei Nullstellen A\ = —4, Ao = 1 und A3 = 9.

Die drei Hauptspannungen o; := A\, 09 := Xy und o3 := A3 von o sind die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms p,(A) und sind deshalb durch
01 = —4, 09 =1 und o3 = 9 gegeben.

2



(b) Sei B = {by,bs,b3} eine Orthonormalbasis mit Transformationsmatrix O =
Lge. Sei weiter D die Matrix von o bezliglich der Basis B. Da & und B
orthonormal sind, ist die Matrix O orthogonal, d.h., O~' = OT. Wegen der
Kontravarianz des Spannungstensors gilt es dann

D=0" 'c(0O " =0"100.

Also ist die Matrix D diagonal, wenn B eine Orthonormalbasis von Eigen-
vektoren ist. Wir berechnen also die Eigenvektoren v,,:

4 0 6
(Vg,) = E_y =ker(c +4Id) =ker |0 5 0 cxe€R
6 09 —21}
(1 0 6 0
(Vgy) = F1 =ker(c+4ld) =ker | 0 0 0| =< |z| :x€R
6 01 0
(-9 0 6 2z
(Vgg) = Fg =ker(oc +4ld) =ker | 0 —8 0 | = 0f:zeR
| 6 0 —4 3z

Also kann man z.B. bei jedem v,, den Wert x = 1 substituieren, um eine
Orthogonalbasis von R? zu finden. Wir méchten aber eine Orthonormalbasis
bestimmen. Deswegen normalisieren wir die Vektoren v,,:

3
0 3
L T et B
"l T VEEROR2 VI3 |,
0
! 0 2
v 0 Uy 1
by =2 =—+==|[1| und by3= ——2-=——10
ol ~ 1 g o]l ~ VI3 |
Beziiglich der Orthonormalbasis B = {by, b2, b3} hat ¢ die Diagonalform
oo 0 0 —4 0 0
D=0"'0(0O"Y"=0"%0=1|0 0o O|=]0 10
0 0 o3 0 09

(c) Die Spannungsinvarianten I;, o und I3 erhaltet man aus den Eigenwerten
von o:
I, =Spur(c) =01 +0s+03=—4+1+9=56
I, = —0109 — 0903 — 0301 = —(—4+9 —36) = 31
I3 =det(o) = 010903 = —4-1-9=-36



Alternativ kann man die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms p,(\)
finden und sie mit dem korrekten Vorzeichnen betrachten.

3. Wir bezeichnen einen Spannungstensor g als Scherungsdeformation (shear defor-
mation), wenn dessen Spur gleich 0 ist. Ausserdem bezeichnen wir einen Span-
nungstensor op als hydrostatischen Druck, falls dessen Hauptspannungen alle gle-
ich sind.

(a) Zeige, dass ein allgemeiner Spannungstensor ¢ immer als Summe einer
Scherungsdeformation o¢d und eines hydrostatischen Drucks o} geschrieben

werden kann.

(b) Sei € := {ey, ez, e3} eine Orthonormalbasis von R®. Ein Spannungstensor o
sei beziiglich dieser Basis wie folgt gegeben

- [-303
o=[c"]:=10 10
3 0 5

Schreibe den obigen Spannungstensor ¢ als Summe einer Scherungsdeforma-
tion og und eines hydrostatischen Drucks op.

(c*) Finde eine Orthonormalbasis B = {by, by, b3} von R? beziiglich derer die bei
(b) gefundenen Scherungsdeformation og durch eine Matrix A beschrieben
wird, die auf der Diagonale nur Nullen hat:

Jr,y,ze R: A=

< 8 O
N Oy
(eI IS

Losung:

(a) Definiere
1
o5 =0~ 3 Spur(o)Id.
Dann ist og eine Scherungstransformation, denn es gilt
1 1
Spur(og) = Spur (0 —3 Spur(J)Id) = Spur (o) — Spur (§ Spur(a)ld)

= Spur (o) — %Spur(a) Spur (Id) = Spur(c) — 3% Spur(o)
= Spur(c) — Spur(o) =0

wegen der Linearitat der Spur. Ausserdem hat der Tensor op definiert durch
1
op =g Spur(o)Id
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offensichtlich lauter gleicher Hauptspannungen, namlich

1
i =3 Spur(o) fiir alle 7.

Deshalb handelt es sich bei op um einen hydrostatischen Druck.
Es gilt zudem

1 1
o= (a —3 Spur(a)Id) + <§ Spur(a)ld) =o0g5+o0p

und dies ist eine Zerlegung des allgemeinen Spannungstensors o in eine Scherungstrans-

formation og und einen hydrostatischen Druck op.

Der gegebene Spannungstensor hat Spur
Spur(o) =o' +0* + 0% = -3+1+5=3.

Wir definieren also wie oben

1 -3 0 3 1 00 -4 0 3
agza—§Spur(U)Id:a—Id: 0 1 0{—1]|010f=({0 00
3 0 5 0 01 3 0 4
1 1 00
und Up:§Spur(a)Id:Id: 01 0.
0 01

Falls die symmetrische [og]e und A die selben Eigenwerte besitzen, dann kann
man die beide zur selben diagonalen Matrix orthogonal diagonalisieren. Also
bestimmen wir zuerst die Eigenwerte von [og]e:

Pog(A) = det(og — ALd)

—4—-X 0 3
=det| 0 —-Xx 0 :—)\~det[_43_)\ 4EA]
3 0 4-—2X
= -AA =16 —-9) = A\ —5)(A+5).
Wir bestimmen also die Eigenwerte Ay = —5, Ay = 0 und A3 = 5 von o5g.
Weiter berechnen wir die Eigenvektoren v_s, vg, v5 von og:
10 3 3z
(v_5) = E_5 =ker(ocg +5ld) =ker |0 5 0| = 0:xzeR
3009 —x
-4 0 3 0]
(vo) = Eg =ker(og) =ker [ 0 0 0| =< |z| :2€R
3 0 4 0]
-9 0 3] x
(v_5) = E5 =ker(og —5ld) =ker | 0 —5 0 | = 0f:zeR
3 0 —1] 3z




Wir wahlen z = 1. Normalisiert erhalten wir die Vektoren

3 0 1
U5 L 1ol o= 1] und o= 00 L 1o

Cl = E—— ; 2 = 3 = = —_— ,
||U—5|| v 10 1 0 ||U—5|| v 10 3

die eine Orthonormalbasis C = {cy, ¢, c3} bilden, beziiglich derer og diago-
nale Matrixdarstellung besitzt:

-5 0
D = [osle = Leglosle(Leg)" = LeglosleLee = | 0 0
0 0

o O O

Weiter wollen wir eine Matrix A wie auf der Aufgabe wéahlen, die die selben
Eigenwerte als og besitzt. Wir berechnen das charakteristische Polynom

A oy
paA) =det(A—Ad)= | 2 -\ 2z | =-N4+2oyz+ (P +y* + )N
y ooz —A

Die Matrix A hat Eigenwerte —5, 0, 5, wenn und nur wenn sie Nullstellen von
pa(A) sind, was dquivalent zu den folgenden Gleichungen ist:

04+ 22yz4+0=0

125 + 2zyz — 5(x® + 2 + 22) =0 — {
—125 + 2zyz + 5(2® + > + 22) =0

2zyz =0
5(a? +y? + 2%) = —125

Zum Beispiel erfiillt A mit z = z = 0 und y = 5 die obigen Bedingungen:

0 0 5
A= 10 0 0
5 0 0

Man kann die Transformationsmatrix im Skript auf der Seite 85 finden, die
A zu D macht. Wir berechnen sie aber direkt, indem wir die Eigenvektoren
von A beziiglich der gewiinschten Basis B berechnen.

5 0 5
ker(A+5Id) =ker [0 5 0| ={z(by —b3) :x € R}
5 0 5
00 5
ker(A) =ker |0 0 0| = {aby: 2z € R}
5 0 0
-5 0 5
ker(A—>5Id)=ker | 0 —5 0 | ={x(by +b3): 2 €R}.
5 0 =5



Wir konnen dann annehmen, dass die normalisierten Eigenvektoren genau
gleich ¢y, ¢y, 3 sind. Also gilt es

. bl—b3 _bl—b3 o =b und e — b1+b3 _b1+b3
oo —bsfl vz T Colbbsll V2

Schlussendlich berechnen wir

by — bs b1+b3> 1 (b1—63 b1+bg) 1
by = + = — + =—(c+c
= (M) = B A = e

C1

R N W
S V2A\VIO || VIO |3 Vi)
0
by =cy = |1| und
0
by — bs b1+b3) 1 ( by — by b1+b3) 1
by = [ — + =— (- + = —(—c1 +
: ( > y )=nw\Tne e )T petete
1 1|3 1|t 1|2 1|

==|-—=|0|+—=|0||=—%2]0]|=—4
V| TV s ) T | T

Beziiglich der Basis B hat og Matrixdarstellung A (mit z = 2z = 0 und y = 0).
Zur unserer Beruhigung berechnen wir [og]z wieder:

[0s]s = Lgglosle(Lyg)" = Lielos]e Lpe
- 2 1 r 2 1
s VBl [403][n 0 n
= 0 1 0 0O 00 0 1 0
_1 0 Z 3 0 4 L 0 Z
L V5 vsd L NG NG
—V5 0 2V5] [% 0 — % 005
= 0 0 0 0 1 0 =0 0 O
1 2
2v5 0 V5] |z 0 500



