D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 13

REPETITION

1. Gegeben ist die Basis B = {by, by, b3} von R?® mit

-1 -1 1
b1 = —1 5 bg = —2 y bg = 2
1 2 -1
1
Weiter ist der Vektor v = | 5 | gegeben, sowie die Linearabbildung ¢ : R® — R3,
-1

die bl — bQ + bg bzw. bg — bl + b3 bzw. b3 — b1 + bg schickt.

(a) Bestimme die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich B.

(b) Bestimme eine Basis C von R?, beziiglich derer die Abbildung ¢ diagonale
Matrixdarstellung besitzt.

(c) Berechne ¢(v).
(d) Berechne die Dualbasis B* von B beziiglich der Standardbasis £* von (R?)*.

Losung:
(a) Beziiglich B hat ¢ Matrixdarstellung
[ols = ()]s [p(02)]s [@(b3)]s] = [[b2 + bs]s (b1 + bs]s  [b1 + bals]

Il
_ o
_ o =
O = =

(b) Man kann die folgenden Gleichungen aus den Symmetrien erraten:

@(by + by + b3) = by + bg + by + b3 + by + by = 2(by + by + bs),
©(by — by) = by + b3 — by — b3 = by — by = —(by — ba),
©(by — b3) = by + b3 — by — by = bz — by = —(by — b3).
Das bedeutet, dass die drei Vektoren by + by + b3, by — by und by — b3 Eigen-

vektoren sind. Sie bilden eine Basis von R?, da die Determinante der Matrix
ihrer Koordinaten beziiglich B

1 1 0
L=|1 -1 1
1 -1 -1



gleich 1 +1+4+ 141 =4 # 0 besitzt. Also ist die Matrixdarstellung von ¢
beziiglich der Basis

-1 0 -2
C:{b1+b2+bg,b1—b2,b2—b3}: -1 5 1 y —4

durch die Diagonale Matrix

2 .0 0
[ple= (0 -1 0
0 0 -1

gegeben.

Alternativ kann man die Eigenwerte von ¢ als Nullstellen des charakteristis-
chen Polynoms berechnen und daher Eigenwerte von ¢ finden:

-2 1 1
po(N) =det([p]ls —A-Id) =det| 1 =X 1 |=—-X\"+2+3\
1 1 =X
Wir erraten die Nullstelle A\ = —1 und berechnen weiter den Quotient
Po(A) =X 4+3XN+2 5
A1 A+1 TATS
der Nullstellen Ay 3 = 71i_v21+8 = ’5[3 besitzt. Also sind die Eigenwerte von

@ gleich A\; = Ay = —1 und A3 = 2. Wir berechnen die Eigenraume beziiglich
der Basis B

(1 1 1
Ei=ker(fplg+1d) =ker |1 1 1| ={z=2a'b;: 21+ 22+ 23=0}
111
= (b1 — bz, by — b3)

Ey =ker([plg+1d)=ker | 1 =2 1 [ 23b +by+bs

und erhalten wieder eine Basis von Eigenvektoren von ¢, ndmlich {b; —bs, by —
bs, by + by + b3}.

(c) Die Transformationsmatrix Lze von £ nach B ist gegeben durch
-1 -1 1

Lpe = |—1 -2 2
1 2 -1



Wegen der Kontravarianz der Koordinaten ist der Spaltenvektor [v]z der Ko-
ordinaten von v beziiglich B gegeben durch

[v]s = Ligg[v]e.

Wir berechnen die Inverse von Lge durch Gauss-Reduktion:

-1 -1 1 1]1 0 0 1 1 —-1/-1 00
-1 -2 21010 =10 -1 1|]-110
1 2 —-1({0 0 1 0 0 1 0 11
1 00[/-210
— 10 1 0] 1 01
0010 11
Dann gilt es
-2 10 1 3
Wp=1{1 0 1|-|5|=]0
0 11 -1 4
und daher
01 1] (3 4
[p(v)]g= 1|1 0 1| (0| = |7
1 1 0] |4 3
Wir finden dann
—8
@(U):4b1+7b2+3b3: —12
15

(d) Wegen der Kontravarianz der Dualbasis gilt es 3° = A’e’, wobei A die bei
c) getundene Inverse von Lgg 1st un = q€,€%¢ le dtandardbasis von
(c) gefundene I Lge ist und €* = {1, 2,3} die Standardbasi
(R?)* bezeichnet. Also gilt die Gleichung

B -2 1 0] [é&t
Bl =11 0 1| |
B33 0 1 1| |&
was explizit heisst
Bl = —9¢! 4 g2
52 _ 51 + 53
B =g+ &



2. Sei 1 : R® — R3 die orthogonale Reflexion an der Linie ¢ gegeben durch
r—y+z=2x—3y=0.

Finde die Matrixdarstellung [¢)]¢ von ¢ beziiglich der Standardbasis £ = {e1, es, e3}.

x
Losung: Die Piinkte |y |, die auf ¢ liegen, miissen die Gleichungen
z
z=y—ux
2
=-zx
Y73
3
erfilllen. Fiir # = 3 finden wir den Vektor b; = | 2 | € ¢. Es hat dann ¢ (b;) = by,
—1

da by auf ¢ liegt.

Sei weiter m die Ebene durch den Ursprung, die orthogonal zu ¢ ist. Wir wissen,
dass fiir jeden Vektor v € 7 die Gleichung ¢ (v) = —wv gilt. Der Ebene 7 ist durch

x
bl |yl =0 <= 32+2y—2=0.
z
2 1
definiert. Zum Beispiel enthalt 7 die zwei Vektoren by = |—3| und b3 = |0].
0 3

Dann ist B = {b;, by, b3} eine Basis von R? da die Transformationsmatrix von &
nach B

3 2 1
Les= 12 -3 0
-1 0 3

Determinante —27 — 3 — 12 = —42 # 0 besitzt und daher invertierbar ist. Ihre
Inverse ist

1 -9 —6 3
Lep = Ligg = T -6 10 2
-3 -2 —13
Die Matrixdarstellung von v beziiglich B ist
1 0 O
[Ylg= 10 —1 0
0 0 -1



Daraus folget, dass die Matrixdarstellung von v beziiglich der Standardbasis &
gegeben ist durch

[]e = Lgalv]sLes = Lue[Y]sLes

3 2 1]t o o][-9 -6 3

1
——5 |2 =300 -1 0|6 10 2
1 0 3]0 0 -1 |-3 —2 —13
NE 177-9 -6 3
——— |2 =30||6 -10 -2
2110 0 3] |3 2 13
] [—12 —36 18 (]2 6 -3
— -5 |36 18 12l 2|6 -3 -2
18 12 36 ~3 -2 -6

3. (a) Seien A = (A%) und B = (B}) zwei n x n Matrizen, wobei der obenstehende
Index als Zeilenindex, der unterstehende als Spaltenindex gilt. Beweise die
Gleichung

ASB] = Spur(AB).
(b) Definiert ist weiter das Kronecker-Delta

. ' 1 fallsi=7

g —
0% =05 =0y { 0 sonst.
Ordne jeden Term auf der linken Seite dem gleichwertigem Term auf der
rechten Seite zu:

V. A};éféfBg e. Spur((AT)B)
vi. Aj6,0.Bf f. n-Spur(AB)
Vii. A;&jeéngf g. Spur(A) - Spur(B)
viii. A}, B h. Spur(AB)
Losung:
(a) Es hat
Spur(AB) = (AB)} Y AYB] = AL B,
=1 =1 J=1

wobei die Gleichung () per Definition des Produktes von zwei Matrizen gilt.



(b) Wir berechnen

AjokstB] = () AlB! = ZZAIBJ — (Z A1> (Z Bj) — Spur(A4)Spur(B).
J=1

I=1 J=1

Bei (xx) haben wir beriicksichtig, dass der Term Af.0%6% B/ nicht Null ist,
wenn und nur wenn / = K und L = J gelten, auf welchem Fall dieser Term
gleich ATB7 ist.

Weiter berechnen wir

AiéﬁéﬁBk Al Bk(SJ @ Spur(AB) Zéj = Spur(AB)-» 1=mn-Spur(AB)
J=1 J=1

und
A5 5, BF = AisiBE =) 4i Bl Y Spur(AB),

wobei die Gleichung (* * *) gilt, weil der Summand A%§7, BX Null ist, wenn
J nicht gleich K ist.

Also gelten die Gleichungen
v.=g., vi.="f, vii. =h.

und daher sollte die Gleichung viii. = e. auch gelten. Die ist angeblich die
komplizierte zu beweisen. Man kann die Notation A" := A und B,, := By
verwenden, so dass die Indexstellung respektiert werden kann:

Ak, B] = AF6Ys,; B! (Symmetrien 6" = 6" und 6, = Gu)
— A¥ B, (Definition von )

= (A")*By; = (A"B); = Y (A"B)} = Spur(A"B).

I=1

4. Gegeben sind die Matrizen

10 0 1 00 00
R U R R (1

und die Linearformen auf dem Vektorraum V = R?*? der reellen 2 x 2 Matrizen

B, 8% 8% 8V >R
a b
(¢ d]) -

(A) = Spu
3 (A) = Spu (A B3 — By - A)
(A) = Spur(2A - By — E; - A).

(=]



(a) Zeige, dass die Linearformen (', 32, 33, 3* eine Basis C = {3', 32, 33, 3*} des
Dualvektorraums V* bilden.

(b) Finde die Basis B von V, deren Dualbasis gleich C ist.
(c¢) Bestimme die Koordinaten der Linearform Spur : V' — R beziiglich C.
(d) Bestimme die Koordinaten beziiglich der Basis B* ® B* der Bilinearform

v:VxV =R

]) =ab —ca' +dd'.

Losung:

(e a2

(a) Wir bestimmen die Koordinaten von jedem (3 beziiglich der Dualbasis £* von
& ={FE\, F,, B3, E}. Sie sind durch die Werte von 8* auf den Basisvektoren

von F; gegeben. Wir berechnen also

BH(Ey) = B1(E2) = B'(E3) =0

BYE) =1

B3*(Ey) = Spur(E; - Ey) = Spur(0) = 0

B32(Ey) = Spur(E; - Ey) = Spur(0) =0

B3*(Es3) = Spur(E, - E3) = Spur(E;) = 1

B3*(E,) = Spur(E; - E4) = Spur(E,) =0

B33(E,) = Spur(E; - B3 — E; - By) = Spur(0 — E;) = —1
B3(Ey) = Spur(Ey - B3 — B - Ey) = Spur(Ey — Ey) =1
3%(E3) = Spur(Es - B3 — Ey - E3) = Spur(0 — 0) =0
B33(Ey) = Spur(Ey - B3 — By - Ey) = Spur(E3 — 0) =0
B4 Ey) = Spur(0 — Ey) = —1

BY(E,) = Spur(2E, — E,) = 2

B4(E3) = Spur(0 — 0) =0

BYE,) = Spur(2E3 — 0) = 0

und finden daher die Koordinaten

ponenten

['e-=[0 0 0 1]
[%]es=[-1 1 0 0]

N = OO

[8%le«=1[0 0 1 0
[8Ye-=[-1 2 0 0].

Die Linearformen 3!, 32, 53, 3* bilden eine Basis, weil die Matrix ihrer Kom-

o O = O

o O O



invertierbar ist, da ihre Determinante gleich —1-1-(—=2+ 1) =1 # 0 ist.
Wegen der Kontravarianz der Dualbasis muss es 3* = Ale/, wobei A = Li; die
Inverse der Transformationsmatrix von £ nach B ist und £* = {e!, &2, &3 &'}
der Dualbasis von & ist.

Die Komponenten von jedem (3* beziiglich £* haben wir schon bei (a) gefun-
den. Es gilt namlich die Gleichung

Bl 0 0 0 1] [&t
52_0010 g2
g3l T -1 1 0 0] [&°
B -1 2 0 0f |&*
Also hat es
o 00 17"
0 010
_ Al
Lee=A"=1_1 1 ¢ ¢
-1 200
Wir berechnen die Inverse von A durch Gauss-Reduktion
[0 0 0 1|1 0 0O -1 2 0 0/0 0 0 1
0O 01 0(01O00O0 -1 1 0 0/0 01O
-1 1 0 0/0 01O 0O 01 0(0100O0
-1 2 0 0|0 0 0 1 0O 00 1(1 00O
(1 —2 0 0|0 0O 0 -1 1 00 0(0 0 -2 1
_)010000—11_)010000—11
0O 0 1 0|/01 O O 001 0/01 0 O
0 0 0110 0 O 0001|110 0 O
und finden
00 —2 1
00 —1 1
Lee=19 1 o o
10 0 O

Die Spaltenvektoren dieser Matrix sind die Komponenten von den Basisvek-
toren von B beziiglich der Standardbasis. Somit erhalten wir

0 0l [0 0] [-2 —1] [1 1
B:{E4,E37—2E1—E2,E1+E2}:{l() J’L O}’{O O]’[O 0]}

Die Koordinante einer Linearform beziiglich der Basis C = B* sind gleich den
Werten von der Linearform auf den Basiselementen von B. Also hat es

[Spur|c = [Spur(E4) Spur(E3) Spur(—2E; — Es) Spur(E; + Es)]
=10 —2 1.



(d) Wir berechnen zuerst die Matrixdarstellung von ~ beziiglich £* ® £*. Sie ist

MS*@&* = [V(Equ)]lgi,j@-

!/ /
Per Definition gilt es ~y ({i Z , {CCL, Z,}) = abl —ca’ +dd'. Da wir v nur auf
den Matrizen E; berechnen wollten, beschranken wir uns auf die folgenden

Falle:
e a =1. Es hat b = c=d = 0. Dann hat v nicht Wert Null, wenn und nur
wenn b =1 und o’ = =d' = 0.
e b=1. Es hat a = ¢ = d = 0 und daher hat v Wert Null.

e c=1. Esgilt dann a = b = d = 0. Also ist der Wert von 7 nicht Null,
wenn und nur wenn @’ = 1lund ¥ = =d' = 0.

e d=1. Es gilt dann a = b= d = 0. Der Wert von 7 ist nicht Null, wenn
und nur wenn d = lund @' =0 = = 0.

Insgesamt gilt es das Folgendes:

1 wenn ¢ = 1 und j = 2

) -1 wenni=3und j=1

V(Ei, B;) = 1 wenn ¢ =4 und j = 4
0 sonst,

was heisst, dass die Matrixdarstellung von v beziiglich £ durch

0 1 00
] 10 000
75*@5*_ _1 0 0 O
0 0 01
gegeben ist. Wegen der Kovarianz der Komponenten einer Bilinearform gilt
es dann
00 -2 1]"[0 100][00 —21
- 100 =11 0O 00 O0/]00 —1 1
Vseon = Lislle-seLoe =g 1 o ol |Z1 0 00|01 0 0
10 0 O 0O 00 111 0 0 O
O 0 o110 0 —1 1 10 0 0
10 0 1.0f{j0OO0 O O (00 2 -
-2 -1 0 0/100 2 =11 00 2 =2|°
1 1 0 0|1 0 0 O 00 -1 1
5. Sei V' = RJz]|<3 der Vektorraum der reellen Polynomen vom Grad < 3 und ¢ :

V' — V die lineare Abbildung, die durch
p(f) = fle—1) —zf'(2).



definiert ist. Gegeben sind die Basen & = {1,z,2% 2*} und B = {—z + 1,2z +
1,z® — 2% 2 + 1} von V.

(a) Bestimme die Matrixdarstellung Mat(p, B, £).

(b) Schreibe die Transformationsmatrix Lgg von B nach £.

(c) Bestimme die Eigenwerte von ¢.
Losung:

(a) Wir berechnen die Werte von ¢ auf der Basis B:

ol—z+1)=—(2-1)+1—-2-(-1)=2
eRr+1)=2x-1)+1-2-2=-1
o@® — 1) = (x —1)° — (x — 1)* — 2(32% — 27)
=2 -32" +3r—1 -2+ 22 — 1 — 32° 4+ 22°
= —2+ 5z — 22" — 22°
o +1)=(r —1)* +1—2(32°) = 3z — 32* — 22°

Wir notieren B = {by, by, b3, bs}. Dann hat es

2 -1 =2 0
Mat(,B,€) = [[pb)le [obole [l [ol] = |0 0 %) 2
O 0 -2 =2

(b) Wir versuchen, die Basisvektoren 1,z,2? 3 als Linearkombinationen von
bl, bg, bg, b4 zu schreiben.

Es gilt

2r+1)—(—z+1) =3z
20—z +1)+(2x+1)=3
(@ =)+ (P =2+ 1

Daraus folgen die Gleichungen

=2+ oot

3 3
1( +1)+1(2 +1)
r=—=(—x —(2z
3 3
2 1
:C22332—1—1—1:—(x3—a;2)—|—(a:3+1)—§(—w+1)—§(2x+1)

2 1
x3:m3+1—1:(x3+1)—§(—x+1)—§(2x+1)

10



Also ist die Transformationsmatrix Lgg gegeben durch

Wl

[
= Wl—=wWIN
W I—=WIN

Lep = [le]s [eals [esls [eals] =

1

O O wlrwIin
O O wl

0
1
(c) Um die Eigenwerte von ¢ zu finden, miissen wir eine Matrixdarstellung von

@ beztiglich der selben Basis an beiden Seiten berechnen. Wegen der Trans-
formationsregel fur lineare Abbildungen, gilt es

[90]3 - Mat((P?B B) B&l‘Mat(S@Bag) = LSBMat(§0>Bag>
|3 3 —s —3[ |0 0 5 3| _ |5 -3 3 3
0O 0 -1 0 0 0 -2 -3 o 0 2 3
o 0 1 1 0 0 -2 =2 0o 0 -4 -5
Wir berechnen das charakteristische Polynom
PERIEE N R
i T
= N W = 3 3 =
P, = det(p — A -1d) = det 5 0 90>\ 5
0 0 -4 —5-A
8 —2 _1 7
4 3 2173 3 3
— —5—A 0 -4 5=

((
-

Die Eigenwerte von ¢ sind die Nullstellen von p,, namlich \; = =2, Ay = —
)\1:0und)\1:1.

A) (___9 3) R

4 4
A+ - >\+/\2 9)(—10—2>\+5>\+)\2+12)

©|4>- w|q>

OJ

—A+\?) (/\2 +30+2) = XA = 1) (A +2)(A+1).

6. Sei V ein Vektorraum der Dimension n mit den zwei Basen B und B und sei

L = Lj,z die Transformationsmatrix von B nach B. Sei weiter wie iiblich A =
Lz =L
BB :

(a) Bescreibe in der Einsteinschen Summenkonvention das Transformationsver-
halten eines Tensor T’

i. vom Typ (0,1) mit Koordinaten T} bez. B und T} bez. B.
ii. vom Typ (2,0) mit Koordinaten 7% bez. B und T bez. B.

11



iii. vom Typ (1,3) mit Koordinaten TZJL,C bez. B und Tj;k bez. B.

(b) Welche der folgenden indizierten Grossen U, X, Y, Z besitzen das Transforma-
tionsverhalten eines Tensors in der Einsteinschen Summenkonvention? Wenn
die Antwort ja ist, bestimme den Typ des Tensors. Begriinde alle deine
Antworte.

V. ﬁij = LfLﬁng

vi. XUk = LiLINk X
vii. AFY9 = ATYRr

- o ; Vi qr7k
viil. Z; = N L; AN Z)

(a) i Wenn T ein Tensor vom Typ (0,1) ist, gilt T; = LIT}.
ii. Wenn T ein Tensor vom Typ (2,0) ist, gilt 7% = A};AZT“.
ili. Wenn 7T ein Tensor vom Typ (1, 3) ist, gilt Tj;k = AN LILSLITP .
(b) v. Ja. U besitzt das Transformationsverhalten einer Bilinearform, das heisst,
eines (kovariante) (0, 2)-Tensors.

vi. Nein, X ist kein Tensor, da die Indizes 7, 7 auf der linken Seite kontravari-
ant sind, aber dieselben Indizes i, j sich auf der rechten Seite kovariant
verhalten.

vii. Nein. Es gilt
AYT = NYM = LINYYT = LINYY = (LA)IYY = LINYH
= 0V = LINY™ «—= Y% = LINY™.

Der Index q ist auf der linken Seite kontravariant, aber er verhélt sich
auf der rechten Seite kovariant. Deshalb ist Y kein Tensor.

viii. Ja. Die gegebene Formel kann vereinfacht werden zur Formel
Zy = N LSLEN] Z) = Ny LS(LA), Z) = N L6, Z) = N Ly 2y,
die beschreibt das Transformationsverhalten eines (1, 1)-Tensors.

7. Gegeben sind die zwei Basen von R?*?
s [~ 1] [0 0] [Lo] [o 1
- 0O O|"|1 =110 1|"|-1 0
c— -1 1 1 1 1 =2 10
- -1 1|’ |—-1 1}7|2 1|1 O]’

die Matrix A = [8 g] und das innere Produkt g auf R?*?, fiir welches C orthonor-

mal ist.

12



(a) Bestimme die Transformationsmatrix Les von B nach C.

(b) Bestimme die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich B.

(c¢) Bestimme die reziproke Basis BY von B beziiglich g.

(d) Bestimme die kovarianten und kontravarianten Koordinaten von A beziiglich
B.

Losung:

(a) Wir notieren die Basiselemente von B und C

~1 1 0 0 10 0 1
ol T R O R R R

-1 1 1 1 1 =2 10
e E R R R S R [
Um die Transformationsmatrix Leg zu bestimmen, brauchen wir die Koor-

dinaten jeder Matrix C; beziiglich B. Die Matrizen C; lassen sich leicht als
Linearkombination der Matrizen Bj schreiben:

Cl - - BQ
03 — Bg — 284
Cs3 = By + Bs.
Somit erhalten wir die Transformationsmatrix von B nach C

1 0 0 O
-1 0 0 1
Les=1¢o 1 1 1
0 1 -2 0

(b) Beziiglich der Orthonormalbasis C hat g Matrixdarstellung [g]csgcs = Id.
Wegen der Kovarianz der Koordinaten einer Bilinearform gilt die Formel

[9]5ron = Lie - 1d - Lge = (Lgg)" - (Lep) ™

Die Inverse von L¢g berechnen wir durch Gauss-Reduktion:

1 0 0 0|1 0 0 O 1 0 0 O0f1 0O
—10010100_}01—200001

0O 1 1 1|0 01 0 00 3 1001 -1
|0 1 =2 0{0 0 0 1 00 0O 1f1 1 0 O

(1 0 0 01 0 0 O 100 01 0 0 O
_)01—200001 0100—%—%%%
o0 1ot 4 T loo 1o E
00 0 1|1 1 0 000 1|1 1 0 0

—
w



Dann gilt es

1 -2 =211 [1 0 0 0 23 14
0 —2 —2 1| [-2 -2 2 1114 14
[9]5+eB* = 2% 1° t t P =z
EEREEEEE RIS
3 3 s
(c) Wir notieren BY = { B!, B?, B3, B*}. Beziiglich C muss es gelten
[B']c
BI\ s - [1Ble Bl [Bile [Bie] =1d
[B3]c 9lc*ec+ 1lc 2]c 3le 4jc] = 14,
(B
was aquivalent ist zu
[B']e
[B%]e _
o | 1 Lse = 1d
[B]c
Somit erhalten wir
(BYe 1 0 0 0
[BQ]C o1 -1 0 0 1
[B%]¢ “he=les=| o 1 1
(B4 0 1 -2 0

Also sind die Matrizen B? gegeben durch

o[-
B_Cl_[—1 1]

2 -1
BQZ—CI+O4:{2 _J

3 —1
BSZCQ+03+C4:|:2 2}

-1 5
B'=(C,—20y = {_5 _1]

-5
-9
5
1

Alternativ kann man die reziproke Basis BY beziiglich B berechnen:

B
Bt | - leow - [[Bila (Bas (Bla (5] = 1d
[B']5
5]
- Ezﬁ = l9l5'on: = ((Leg)"Lep) ™ = Les - Les:
[B']s

14
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(d) Wir suchen zuerst nach den kontravarianten Koordinaten von A beziiglich
B. Diese sind durch die Koeffizienten a',...,a* € R gegeben, fiir welche die
Gleichung A = a'B; gilt. Es hat dann

0 2 ; —a'+a® o' +at
[0 0}_A_aBi_{a2—a4 —a?+a?|’

was gilt, wenn und nur wenn a' = a® = a® = a* und daher a' = a* = 1 gelten.

Also sind die kontravarianten Koordinaten von A beziiglich B gegeben durch
1
1
{A]B - 1
1

Wegen der Beziehung zwischen kovarianten und kontravarianten Koordinaten
gilt es [A]gs = [a1 ag a3 ay], wobei die a; sind durch

a; = gijaj

definiert. Hier bezeichnen wir den (¢, j)-te Eintrag von [g]p-gp+ als ¢;;. Somit
erhalten wir

ay a' 23 14 -5 —1] [1 3
as| a®l 1(14 14 -5 -—-1| (1] _ %
a| TWEes 3| =g s 5 5 1| |1 T |
s a* -1 -1 1 2|1 5

8. Wir bezeichnen einen Spannungstensor og als Scherungsdeformation (shear defor-
mation), wenn dessen Spur gleich 0 ist. Ausserdem bezeichnen wir einen Span-
nungstensor op als hydrostatischen Druck, falls dessen Hauptspannungen alle gle-
ich sind.

Weiter sei £ := {ey, 2, e3} eine Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarpro-
dukts von R?. Ein Spannungstensor o sei beziiglich dieser Basis wie folgt gegeben

-3 2 1
A=lole=[0c"]=]2 -3 1
1 1 0

(a) Bestimme die ersten drei Spannungsinvarianten I, I und I3 des obigen Span-
nungstensors o.

(b) Bestimme die Hauptspannungen oy, 09, 03 von o.

(c) Bestimme eine Orthonormalbasis B = {b, by, b3} von R, beziiglich derer o
durch eine Diagonalmatrix beschrieben wird.

15



(d) Schreibe den obigen Spannungstensor o als Summe einer Scherungsdeforma-

tion og und eines hydrostatischen Drucks op.

(e) Finde eine Orthonormalbasis C = {c1, ¢, c3} von R3, beziiglich derer die

Matrixdarstellung von og auf der Diagonale nur Nullen hat.

Losung:

(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom von o,

—3-Xx 2 1
pe(AN) =det(A—ANd)=| 2 -3-X 1
1 1 -
— A9 OAFAD) £ 2424 (B4 A) + (34 ) +4A
= —A* = 6A2 = 9N+ 4+ 6+ 6) = —A® — 637 — 3\ + 10.

Aus den Koefhizienten des charakteristischen Polynoms erhalten wir die Span-
nunginvarianten

I, = Spur(o) = —6
13 = det(o) = 10.

Die Hauptspannungen o4, 09,03 sind durch die Eigenwerte von o gegeben,
die Nullstellen des charakteristischen Polynom p,(A) = —A% —6A* — 32 + 10
sind. Wir erraten die Nullstelle A = 1. Danach berechnen wir den Quotient

3 2
- - - 1

der Nullstellen Zv49—40 V_4S2F40 = % Somit erhalten wir die drei Hauptspannungen
01 =—5,09=—2und o3 = 1.

Wir suchen nach den Eigenvektoren von o beziiglich der Basis &£:

2 21 1 10 x

E s=ker(A+5ld)=ker [2 2 1| =ker |0 0 1| =<¢ |—z| :z€R
115 000 0
-1 2 1 -1 21 x|

E_5 = ker(A + 2Id) = ker —1 1 =ker |0 0 0] = x| :zeR
112 0 3 3 —r]
-4 2 1 0 0 0 x|

Ey=ker(A—Id)=ker [ 2 —4 1 | =ker|2 —4 1= r|:xeR

11 -1 3 =30 2




Man kann bei jedem obigen Eigenraum das Element mit z = 1 nehmen.
Normalisiert erhalten wir die orthonormale Eigenbasis

1
b 0 \/ﬁl
l_m_ _d/_i )
1
1 L
-1 \{ﬁ
b2:—: Tg ,
Viti+l | 3
| V3
1
1 M1
2 Ve
b3:—: 76
Viti+d |¥
| V6

Da beide £ und B orthonormal sind, ist die Transformationsmatrix O =
Lge orthogonal. Wegen seiner Kontravarianz hat o beziiglich B diagonale
Matrixdarstellung

-5 0 0
[O']B = O_I[J]g(O_I)T = 0_1[0']50 = 0 -2 0
0 0 1

(d) Bei (a) haben wir die Spur von o gefunden. Sie ist gleich Spur(c) = —6.
Daher betrachten wir

1

los]le = [o]e — 3 Spur(o)ls
-3 2 1 2 00 -1 2
=12 =3 1 +10 2 0| = -1 1
1 1 0 0 0 2 1 1
und
1 -2 0 0
lople = 3 Spur(o)l3= [0 -2 0
0 0 -2

(e) Es gibt eine Beziehung zwischen der Eigenvektoren von ¢ und og, weil es gilt

ker(og — Ald) = ker(A + 2 Id — AId) = ker(A — (A — 2)Id).
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Also sind die Eigenvektoren von A und [og] die selben. Das bedeutet, dass
auch og beziiglich der bei (¢) gefundenen Basis B diagonale Matrixdarstellung
hat. Es gilt namlich

[0’3]3 = LBg [US]gLEé = LBg(A + 2 . Id)ng‘ = LBgALgé + LBg . 2 . Id . Lgé

-5 0 0 2 00 -3 00
=[olg+2-1d-Lgslge= |0 -2 0| +|0 2 0 =0 00
0 0 1 00 2 0 0 3

Auch unabhéngig davon kann man trotzdem [og] diagonalisieren, indem man
das bei (c) fiir o verwendete Verfahren benutzt.

0 = y
Wir suchen dann eine symmetrische Matrix C' = |2 0 2| mit Nullen auf
y z 0

der Diagonale, die Eigenwerte —3, 0, 3 besitzt. Die kann dann zur [og]s selbst
diagonalisiert werden. Die Eigenwerte von C' sind Nullstellen des Polynoms

A oy
pe(N) =det(C—X-1d)= | 2 =X 2z | = =X3+2xyz + AN2® +¢* + 27).
y ooz =
Also miissen die folgenden Gleichungen gelten:
(a2 a2 a2
27+ 2zyz — 3(* +y* 4+ 2°) =0 —
0+22yz—0=0
4yt +22=9
27+ 2ryz +3(z2 + 2 +22) =0
Zum Beispiel kann man die Losung (z,y,z) = (0,0,3) nehmen. Sei also
C = {c1, 2, c3} eine Basis, beziiglich derer og Matrixdarstellung
000
[05]@ =C=10 0 3
0 3 0

hat. Wir mochten jetzt orthogonalen Eigenvektoren von C' beziiglich C berech-
nen und mit by, by und b3 gleichsetzen. Beziiglich C gilt es

[3 0 0]

ker(C'+3-1d) =ker |0 3 3| ={xcy —zc3: x € R},
0 3 3
[0 0 0]

ker(C) =ker [0 0 3| ={zc; :z € R},

0 3 0
[-3 0 0

ker(C'—3-1d) =ker | 0 —3 3 | ={zca+xc3: 2 €R}.

0o 3 =3




Normalisiert muss es das folgende gelten

b1: Co — C3 :CQ—Cg :ic2_ic3
llea — sl VI4+1 /2 V2

by =1

by = co+ 3 :CZ+C3:LC2+LCS‘
llea+esl]  VI+1 V27 V2

Somit erhalten wir die orthogonale Transformationsmatrix von C nach B

0 1 0
Lpe = \/% 0 \/LQ
-1 90 4L
V2 V2
mit Inverse
1 1
0 7%
Les=Logg=Lig=Lpc=|1 0 0
1 1
0 7% =

Anschliessend finden wir die Transformationsmatrix von € nach C

ch = Mat(ld,C, 5) = Mat(ld, B, 5) : Mat(Id, C, B) = LBELCB

1 L 1719 L _1 IS RS R E
V2 V3 V6 V2 V2 V3 2 2v3 2 2v3
=L L ||y 9 o l=| X 11 1, 1
V2R L Vi s 2
0 -5 w5 =z 5 v NG
Also ist
1 1 1 1 1
73 2T | |22
C = 1 S ST L 1
\/31 ) 212\/3’ 2 2v/3
~ V3 V3

eine Basis, die die gewlinschte Eigenschaft erfiillt.
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