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Musterlösung der Serie 13
Repetition

1. Gegeben ist die Basis B = {b1, b2, b3} von R3 mit

b1 =

−1
−1
1

 , b2 =

−1
−2
2

 , b3 =

 1
2
−1

 .
Weiter ist der Vektor v =

 1
5
−1

 gegeben, sowie die Linearabbildung ϕ : R3 → R3,

die b1 7→ b2 + b3 bzw. b2 7→ b1 + b3 bzw. b3 7→ b1 + b2 schickt.

(a) Bestimme die Matrixdarstellung von ϕ bezüglich B.

(b) Bestimme eine Basis C von R3, bezüglich derer die Abbildung ϕ diagonale
Matrixdarstellung besitzt.

(c) Berechne ϕ(v).

(d) Berechne die Dualbasis B∗ von B bezüglich der Standardbasis E∗ von (R3)∗.

Lösung :

(a) Bezüglich B hat ϕ Matrixdarstellung

[ϕ]B =
[
[ϕ(b1)]B [ϕ(b2)]B [ϕ(b3)]B

]
=
[
[b2 + b3]B [b1 + b3]B [b1 + b2]B

]
=

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 .
(b) Man kann die folgenden Gleichungen aus den Symmetrien erraten:

ϕ(b1 + b2 + b3) = b2 + b3 + b1 + b3 + b1 + b2 = 2(b1 + b2 + b3),

ϕ(b1 − b2) = b2 + b3 − b1 − b3 = b2 − b1 = −(b1 − b2),
ϕ(b2 − b3) = b1 + b3 − b1 − b2 = b3 − b2 = −(b2 − b3).

Das bedeutet, dass die drei Vektoren b1 + b2 + b3, b1 − b2 und b2 − b3 Eigen-
vektoren sind. Sie bilden eine Basis von R3, da die Determinante der Matrix
ihrer Koordinaten bezüglich B

L =

1 1 0
1 −1 1
1 −1 −1
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gleich 1 + 1 + 1 + 1 = 4 6= 0 besitzt. Also ist die Matrixdarstellung von ϕ
bezüglich der Basis

C = {b1 + b2 + b3, b1 − b2, b2 − b3} =


−1
−1
2

 ,
 0

1
−1

 ,
−2
−4
3


durch die Diagonale Matrix

[ϕ]C =

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1


gegeben.

Alternativ kann man die Eigenwerte von ϕ als Nullstellen des charakteristis-
chen Polynoms berechnen und daher Eigenwerte von ϕ finden:

pϕ(λ) = det([ϕ]B − λ · Id) = det

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 2 + 3λ.

Wir erraten die Nullstelle λ1 = −1 und berechnen weiter den Quotient

pϕ(λ)

λ+ 1
=
−λ3 + 3λ+ 2

λ+ 1
= −λ2 + λ+ 2,

der Nullstellen λ2,3 = −1±
√
1+8

−2 = −1±3
−2 besitzt. Also sind die Eigenwerte von

ϕ gleich λ1 = λ2 = −1 und λ3 = 2. Wir berechnen die Eigenräume bezüglich
der Basis B

E−1 = ker([ϕ]B + Id) = ker

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =
{
x = xibi : x1 + x2 + x3 = 0

}
= 〈b1 − b2, b2 − b3〉

E2 = ker([ϕ]B + Id) = ker

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

 3 b1 + b2 + b3

und erhalten wieder eine Basis von Eigenvektoren von ϕ, nämlich {b1−b2, b2−
b3, b1 + b2 + b3}.

(c) Die Transformationsmatrix LBE von E nach B ist gegeben durch

LBE =

−1 −1 1
−1 −2 2
1 2 −1

 .
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Wegen der Kontravarianz der Koordinaten ist der Spaltenvektor [v]B der Ko-
ordinaten von v bezüglich B gegeben durch

[v]B = L−1BE [v]E .

Wir berechnen die Inverse von LBE durch Gauss-Reduktion:−1 −1 1
−1 −2 2
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

→
1 1 −1

0 −1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
−1 1 0
0 1 1


→

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−2 1 0
1 0 1
0 1 1


Dann gilt es

[v]B =

−2 1 0
1 0 1
0 1 1

 ·
 1

5
−1

 =

3
0
4


und daher

[ϕ(v)]B =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

3
0
4

 =

4
7
3

 .
Wir finden dann

ϕ(v) = 4b1 + 7b2 + 3b3 =

 −8
−12
15

 .
(d) Wegen der Kontravarianz der Dualbasis gilt es βi = Λi

jε
j, wobei Λ die bei

(c) gefundene Inverse von LBE ist und E∗ = {ε1, ε2, ε3} die Standardbasis von
(R3)∗ bezeichnet. Also gilt die Gleichungβ1

β2

β3

 =

−2 1 0
1 0 1
0 1 1

ε1ε2
ε3


was explizit heisst

β1 = −2ε1 + ε2

β2 = ε1 + ε3

β3 = ε2 + ε3.
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2. Sei ψ : R3 → R3 die orthogonale Reflexion an der Linie ` gegeben durch

x− y + z = 2x− 3y = 0.

Finde die Matrixdarstellung [ψ]E von ψ bezüglich der Standardbasis E = {e1, e2, e3}.

Lösung : Die Pünkte

xy
z

, die auf ` liegen, müssen die Gleichungen

z = y − x

y =
2

3
x

erfüllen. Für x = 3 finden wir den Vektor b1 =

 3
2
−1

 ∈ `. Es hat dann ψ(b1) = b1,

da b1 auf ` liegt.

Sei weiter π die Ebene durch den Ursprung, die orthogonal zu ` ist. Wir wissen,
dass für jeden Vektor v ∈ π die Gleichung ψ(v) = −v gilt. Der Ebene π ist durch

bT1 ·

xy
z

 = 0 ⇐⇒ 3x+ 2y − z = 0.

definiert. Zum Beispiel enthält π die zwei Vektoren b2 =

 2
−3
0

 und b3 =

1
0
3

.

Dann ist B = {b1, b2, b3} eine Basis von R3, da die Transformationsmatrix von E
nach B

LBE =

 3 2 1
2 −3 0
−1 0 3


Determinante −27 − 3 − 12 = −42 6= 0 besitzt und daher invertierbar ist. Ihre
Inverse ist

LEB = L−1BE = − 1

42

−9 −6 3
−6 10 2
−3 −2 −13

 .
Die Matrixdarstellung von ψ bezüglich B ist

[ψ]B =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .
4



Daraus folget, dass die Matrixdarstellung von ψ bezüglich der Standardbasis E
gegeben ist durch

[ψ]E = L−1EB[ψ]BLEB = LBE [ψ]BLEB

= − 1

42

 3 2 1
2 −3 0
−1 0 3

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

−9 −6 3
−6 10 2
−3 −2 −13


= − 1

42

 3 2 1
2 −3 0
−1 0 3

−9 −6 3
6 −10 −2
3 2 13


= − 1

42

−12 −36 18
−36 18 12
18 12 36

 =
1

7

 2 6 −3
6 −3 −2
−3 −2 −6

 .
3. (a) Seien A = (Aij) und B = (Bi

j) zwei n× n Matrizen, wobei der obenstehende
Index als Zeilenindex, der unterstehende als Spaltenindex gilt. Beweise die
Gleichung

AijB
j
i = Spur(AB).

(b) Definiert ist weiter das Kronecker-Delta

δij = δij = δij =

{
1 falls i = j
0 sonst.

Ordne jeden Term auf der linken Seite dem gleichwertigem Term auf der
rechten Seite zu:

v. Aikδ
k
i δ

`
jB

j
` e. Spur((AT )B)

vi. Aikδ
j
`δ
`
jB

k
i f. n · Spur(AB)

vii. Aijδ
j`δ`kB

k
i g. Spur(A) · Spur(B)

viii. Ak` δ
i`δjkB

j
i h. Spur(AB)

Lösung :

(a) Es hat

Spur(AB) =
n∑
I=1

(AB)II
(∗)
=

n∑
I=1

n∑
J=1

AIJB
J
I = AijB

j
i ,

wobei die Gleichung (∗) per Definition des Produktes von zwei Matrizen gilt.
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(b) Wir berechnen

Aikδ
k
i δ

`
jB

j
`

(∗∗)
= AiiB

j
j =

n∑
I=1

n∑
J=1

AIIB
J
J =

(
n∑
I=1

AII

)(
n∑
J=1

BJ
J

)
= Spur(A)Spur(B).

Bei (∗∗) haben wir berücksichtig, dass der Term AIKδ
K
I δ

L
JB

J
L nicht Null ist,

wenn und nur wenn I = K und L = J gelten, auf welchem Fall dieser Term
gleich AIIB

J
J ist.

Weiter berechnen wir

Aikδ
j
`δ
`
jB

k
i = AikB

k
i δ

j
j

(a)
= Spur(AB) ·

n∑
J=1

δJJ = Spur(AB) ·
n∑
J=1

1 = n · Spur(AB)

und

Aijδ
j`δ`kB

k
i = Aijδ

j
kB

k
i

(∗∗∗)
= AijB

j
i

(a)
= Spur(AB),

wobei die Gleichung (∗ ∗ ∗) gilt, weil der Summand AIJδ
J
KB

K
I Null ist, wenn

J nicht gleich K ist.

Also gelten die Gleichungen

v. = g., vi. = f., vii. = h.

und daher sollte die Gleichung viii. = e. auch gelten. Die ist angeblich die
komplizierte zu beweisen. Man kann die Notation Auv := Auv und Buv := Bu

v

verwenden, so dass die Indexstellung respektiert werden kann:

Ak` δ
i`δjkB

j
i = Ak` δ

`iδkjB
j
i (Symmetrien δuv = δvu und δuv = δvu)

= AkiBki (Definition von δ)

= (AT )ikBki = (ATB)ii =
n∑
I=1

(ATB)II = Spur(ATB).

4. Gegeben sind die Matrizen

E1 =

[
1 0
0 0

]
, E2 =

[
0 1
0 0

]
, E3 =

[
0 0
1 0

]
, E4 =

[
0 0
0 1

]
und die Linearformen auf dem Vektorraum V = R2×2 der reellen 2× 2 Matrizen

β1, β2, β3, β4 : V → R

β1

([
a b
c d

])
= d

β2 (A) = Spur(E2 · A)

β3 (A) = Spur(A · E3 − E1 · A)

β4 (A) = Spur(2A · E3 − E1 · A).
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(a) Zeige, dass die Linearformen β1, β2, β3, β4 eine Basis C = {β1, β2, β3, β4} des
Dualvektorraums V ∗ bilden.

(b) Finde die Basis B von V , deren Dualbasis gleich C ist.

(c) Bestimme die Koordinaten der Linearform Spur : V → R bezüglich C.
(d) Bestimme die Koordinaten bezüglich der Basis B∗ ⊗ B∗ der Bilinearform

γ : V × V → R

γ

([
a b
c d

]
,

[
a′ b′

c′ d′

])
= ab′ − ca′ + dd′.

Lösung :

(a) Wir bestimmen die Koordinaten von jedem βi bezüglich der Dualbasis E∗ von
E = {E1, E2, E3, E4}. Sie sind durch die Werte von βi auf den Basisvektoren
von Ej gegeben. Wir berechnen also

β1(E1) = β1(E2) = β1(E3) = 0

β1(E4) = 1

β2(E1) = Spur(E2 · E1) = Spur(0) = 0

β2(E2) = Spur(E2 · E2) = Spur(0) = 0

β2(E3) = Spur(E2 · E3) = Spur(E1) = 1

β2(E4) = Spur(E2 · E4) = Spur(E2) = 0

β3(E1) = Spur(E1 · E3 − E1 · E1) = Spur(0− E1) = −1

β3(E2) = Spur(E2 · E3 − E1 · E2) = Spur(E1 − E2) = 1

β3(E3) = Spur(E3 · E3 − E1 · E3) = Spur(0− 0) = 0

β3(E4) = Spur(E4 · E3 − E1 · E4) = Spur(E3 − 0) = 0

β4(E1) = Spur(0− E1) = −1

β4(E2) = Spur(2E1 − E2) = 2

β4(E3) = Spur(0− 0) = 0

β4(E4) = Spur(2E3 − 0) = 0

und finden daher die Koordinaten

[β1]E∗ =
[
0 0 0 1

]
[β2]E∗ =

[
0 0 1 0

]
[β3]E∗ =

[
−1 1 0 0

]
[β4]E∗ =

[
−1 2 0 0

]
.

Die Linearformen β1, β2, β3, β4 bilden eine Basis, weil die Matrix ihrer Kom-
ponenten 

0 0 0 1
0 0 1 0
−1 1 0 0
−1 2 0 0
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invertierbar ist, da ihre Determinante gleich −1 · 1 · (−2 + 1) = 1 6= 0 ist.

(b) Wegen der Kontravarianz der Dualbasis muss es βi = Λi
jε
j, wobei Λ = L−1BE die

Inverse der Transformationsmatrix von E nach B ist und E∗ = {ε1, ε2, ε3, ε4}
der Dualbasis von E ist.

Die Komponenten von jedem βi bezüglich E∗ haben wir schon bei (a) gefun-
den. Es gilt nämlich die Gleichung

β1

β2

β3

β4

 =


0 0 0 1
0 0 1 0
−1 1 0 0
−1 2 0 0



ε1

ε2

ε3

ε4

 .
Also hat es

LBE = Λ−1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
−1 1 0 0
−1 2 0 0


−1

.

Wir berechnen die Inverse von Λ durch Gauss-Reduktion
0 0 0 1
0 0 1 0
−1 1 0 0
−1 2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

→

−1 2 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0



→


1 −2 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 −1
0 0 −1 1
0 1 0 0
1 0 0 0

→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 −2 1
0 0 −1 1
0 1 0 0
1 0 0 0


und finden

LBE =


0 0 −2 1
0 0 −1 1
0 1 0 0
1 0 0 0

 .
Die Spaltenvektoren dieser Matrix sind die Komponenten von den Basisvek-
toren von B bezüglich der Standardbasis. Somit erhalten wir

B = {E4, E3,−2E1 − E2, E1 + E2} =

{[
0 0
0 1

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
−2 −1
0 0

]
,

[
1 1
0 0

]}
.

(c) Die Koordinante einer Linearform bezüglich der Basis C = B∗ sind gleich den
Werten von der Linearform auf den Basiselementen von B. Also hat es

[Spur]C = [Spur(E4) Spur(E3) Spur(−2E1 − E2) Spur(E1 + E2)]

= [1 0 − 2 1] .
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(d) Wir berechnen zuerst die Matrixdarstellung von γ bezüglich E∗ ⊗ E∗. Sie ist

[γ]E∗⊗E∗ = [γ(Ei, Ej)]16i,j64.

Per Definition gilt es γ

([
a b
c d

]
,

[
a′ b′

c′ d′

])
= ab′−ca′+dd′. Da wir γ nur auf

den Matrizen Ei berechnen wollten, beschränken wir uns auf die folgenden
Fälle:

• a = 1. Es hat b = c = d = 0. Dann hat γ nicht Wert Null, wenn und nur
wenn b′ = 1 und a′ = c′ = d′ = 0.

• b = 1. Es hat a = c = d = 0 und daher hat γ Wert Null.

• c = 1. Es gilt dann a = b = d = 0. Also ist der Wert von γ nicht Null,
wenn und nur wenn a′ = 1 und b′ = c′ = d′ = 0.

• d = 1. Es gilt dann a = b = d = 0. Der Wert von γ ist nicht Null, wenn
und nur wenn d′ = 1 und a′ = b′ = c′ = 0.

Insgesamt gilt es das Folgendes:

γ(Ei, Ej) =


1 wenn i = 1 und j = 2
−1 wenn i = 3 und j = 1
1 wenn i = 4 und j = 4
0 sonst,

was heisst, dass die Matrixdarstellung von γ bezüglich E durch

[γ]E∗⊗E∗ =


0 1 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1


gegeben ist. Wegen der Kovarianz der Komponenten einer Bilinearform gilt
es dann

[γ]B∗⊗B∗ = LTBE [γ]E∗⊗E∗LBE =


0 0 −2 1
0 0 −1 1
0 1 0 0
1 0 0 0


T 

0 1 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1




0 0 −2 1
0 0 −1 1
0 1 0 0
1 0 0 0



=


0 0 0 1
0 0 1 0
−2 −1 0 0
1 1 0 0




0 0 −1 1
0 0 0 0
0 0 2 −1
1 0 0 0

 =


1 0 0 0
0 0 2 −1
0 0 2 −2
0 0 −1 1

 .
5. Sei V = R[x]63 der Vektorraum der reellen Polynomen vom Grad 6 3 und ϕ :
V → V die lineare Abbildung, die durch

ϕ(f) = f(x− 1)− xf ′(x).
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definiert ist. Gegeben sind die Basen E = {1, x, x2, x3} und B = {−x + 1, 2x +
1, x3 − x2, x3 + 1} von V .

(a) Bestimme die Matrixdarstellung Mat(ϕ,B, E).

(b) Schreibe die Transformationsmatrix LEB von B nach E .

(c) Bestimme die Eigenwerte von ϕ.

Lösung :

(a) Wir berechnen die Werte von ϕ auf der Basis B:

ϕ(−x+ 1) = −(x− 1) + 1− x · (−1) = 2

ϕ(2x+ 1) = 2(x− 1) + 1− x · 2 = −1

ϕ(x3 − x2) = (x− 1)3 − (x− 1)2 − x(3x2 − 2x)

= x3 − 3x2 + 3x− 1− x2 + 2x− 1− 3x3 + 2x2

= −2 + 5x− 2x2 − 2x3

ϕ(x3 + 1) = (x− 1)3 + 1− x(3x2) = 3x− 3x2 − 2x3

Wir notieren B = {b1, b2, b3, b4}. Dann hat es

Mat(ϕ,B, E) =
[
[ϕ(b1)]E [ϕ(b2)]E [ϕ(b3)]E [ϕ(b4)]E

]
=


2 −1 −2 0
0 0 5 3
0 0 −2 −3
0 0 −2 −2

 .
(b) Wir versuchen, die Basisvektoren 1, x, x2, x3 als Linearkombinationen von

b1, b2, b3, b4 zu schreiben.

Es gilt

(2x+ 1)− (−x+ 1) = 3x

2(−x+ 1) + (2x+ 1) = 3

−(x3 − x2) + (x3 + 1) = x2 + 1.

Daraus folgen die Gleichungen

1 =
2

3
(−x+ 1) +

1

3
(2x+ 1)

x = −1

3
(−x+ 1) +

1

3
(2x+ 1)

x2 = x2 + 1− 1 = −(x3 − x2) + (x3 + 1)− 2

3
(−x+ 1)− 1

3
(2x+ 1)

x3 = x3 + 1− 1 = (x3 + 1)− 2

3
(−x+ 1)− 1

3
(2x+ 1)
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Also ist die Transformationsmatrix LEB gegeben durch

LEB =
[
[e1]B [e2]B [e3]B [e4]B

]
=


2
3
−1

3
−2

3
−2

3
1
3

1
3
−1

3
−1

3

0 0 −1 0
0 0 1 1

 .
(c) Um die Eigenwerte von ϕ zu finden, müssen wir eine Matrixdarstellung von

ϕ bezüglich der selben Basis an beiden Seiten berechnen. Wegen der Trans-
formationsregel für lineare Abbildungen, gilt es

[ϕ]B = Mat(ϕ,B,B) = L−1BEMat(ϕ,B, E) = LEBMat(ϕ,B, E)

=


2
3
−1

3
−2

3
−2

3
1
3

1
3
−1

3
−1

3

0 0 −1 0
0 0 1 1




2 −1 −2 0
0 0 5 3
0 0 −2 −3
0 0 −2 −2

 =


4
3
−2

3
−1

3
7
3

2
3
−1

3
7
3

8
3

0 0 2 3
0 0 −4 −5

 .
Wir berechnen das charakteristische Polynom

pϕ = det(ϕ− λ · Id) = det


4
3
− λ −2

3
−1

3
7
3

2
3

−1
3
− λ 7

3
8
3

0 0 2− λ 3
0 0 −4 −5− λ

 =

=

(
4

3
− λ
) ∣∣∣∣∣∣
−1

3
− λ 7

3
8
3

0 2− λ 3
0 −4 −5− λ

∣∣∣∣∣∣− 2

3

∣∣∣∣∣∣
−2

3
−1

3
7
3

0 2− λ 3
0 −4 −5− λ

∣∣∣∣∣∣
=

((
4

3
− λ
)(
−1

3
− λ
)

+
4

9

) ∣∣∣∣2− λ 3
−4 −5− λ

∣∣∣∣
=

(
−4

9
− 4

3
λ+

1

3
λ+ λ2 +

4

9

)
(−10− 2λ+ 5λ+ λ2 + 12)

=
(
−λ+ λ2

)
(λ2 + 3λ+ 2) = λ(λ− 1)(λ+ 2)(λ+ 1).

Die Eigenwerte von ϕ sind die Nullstellen von pϕ, nämlich λ1 = −2, λ2 = −1,
λ1 = 0 und λ1 = 1.

6. Sei V ein Vektorraum der Dimension n mit den zwei Basen B und B̃ und sei
L = LB̃B die Transformationsmatrix von B nach B̃. Sei weiter wie üblich Λ =
L−1B̃B = L−1.

(a) Bescreibe in der Einsteinschen Summenkonvention das Transformationsver-
halten eines Tensor T

i. vom Typ (0, 1) mit Koordinaten Ti bez. B und T̃i bez. B̃.

ii. vom Typ (2, 0) mit Koordinaten T ij bez. B und T̃ ij bez. B̃.
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iii. vom Typ (1, 3) mit Koordinaten T hijk bez. B und T̃ hijk bez. B̃.

(b) Welche der folgenden indizierten Grössen U,X, Y, Z besitzen das Transforma-
tionsverhalten eines Tensors in der Einsteinschen Summenkonvention? Wenn
die Antwort ja ist, bestimme den Typ des Tensors. Begründe alle deine
Antworte.

v. Ũij = LkiL
`
jUk`

vi. X̃ ijk = LiqL
j
rΛ

k
sX

qrs

vii. Λk
i Ỹ

ij = Λj
rY

kr

viii. Z̃i
j = Λi

kL
`
jL

p
qΛ

q
`Z

k
p

Lösung :

(a) i. Wenn T ein Tensor vom Typ (0, 1) ist, gilt T̃i = LjiTj.

ii. Wenn T ein Tensor vom Typ (2, 0) ist, gilt T̃ ij = Λi
kΛ

j
`T

k`.

iii. Wenn T ein Tensor vom Typ (1, 3) ist, gilt T̃ hijk = Λh
pL

q
iL

r
jL

s
kT

p
qrs.

(b) v. Ja. U besitzt das Transformationsverhalten einer Bilinearform, das heisst,
eines (kovariante) (0, 2)-Tensors.

vi. Nein, X ist kein Tensor, da die Indizes i, j auf der linken Seite kontravari-
ant sind, aber dieselben Indizes i, j sich auf der rechten Seite kovariant
verhalten.

vii. Nein. Es gilt

Λk
i Ỹ

ij = Λj
rY

kr ⇐⇒ LqkΛ
k
i Ỹ

ij = LqkΛ
j
rY

kr ⇐⇒ (LΛ)qi Ỹ
ij = LqkΛ

j
rY

kr

⇐⇒ δqi Ỹ
ij = LqkΛ

j
rY

kr ⇐⇒ Ỹ qj = LqkΛ
j
rY

kr.

Der Index q ist auf der linken Seite kontravariant, aber er verhält sich
auf der rechten Seite kovariant. Deshalb ist Y kein Tensor.

viii. Ja. Die gegebene Formel kann vereinfacht werden zur Formel

Z̃i
j = Λi

kL
`
jL

p
qΛ

q
`Z

k
p = Λi

kL
`
j(LΛ)p`Z

k
p = Λi

kL
`
jδ
p
`Z

k
p = Λi

kL
`
jZ

k
` ,

die beschreibt das Transformationsverhalten eines (1, 1)-Tensors.

7. Gegeben sind die zwei Basen von R2×2

B =

{[
−1 1
0 0

]
,

[
0 0
1 −1

]
,

[
1 0
0 1

]
,

[
0 1
−1 0

]}
C =

{[
−1 1
−1 1

]
,

[
1 1
−1 1

]
,

[
1 −2
2 1

]
,

[
1 0
1 0

]}
,

die Matrix A =

[
0 2
0 0

]
und das innere Produkt g auf R2×2, für welches C orthonor-

mal ist.
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(a) Bestimme die Transformationsmatrix LCB von B nach C.
(b) Bestimme die Matrixdarstellung von g bezüglich B.

(c) Bestimme die reziproke Basis Bg von B bezüglich g.

(d) Bestimme die kovarianten und kontravarianten Koordinaten von A bezüglich
B.

Lösung :

(a) Wir notieren die Basiselemente von B und C

B1 =

[
−1 1
0 0

]
, B2 =

[
0 0
1 −1

]
, B3 =

[
1 0
0 1

]
, B4 =

[
0 1
−1 0

]
.

C1 =

[
−1 1
−1 1

]
, C2 =

[
1 1
−1 1

]
, C3 =

[
1 −2
2 1

]
, C4 =

[
1 0
1 0

]
.

Um die Transformationsmatrix LCB zu bestimmen, brauchen wir die Koor-
dinaten jeder Matrix Ci bezüglich B. Die Matrizen Ci lassen sich leicht als
Linearkombination der Matrizen Bj schreiben:

C1 = B1 −B2

C2 = B3 +B4

C3 = B3 − 2B4

C3 = B2 +B3.

Somit erhalten wir die Transformationsmatrix von B nach C

LCB =


1 0 0 0
−1 0 0 1
0 1 1 1
0 1 −2 0

 .
(b) Bezüglich der Orthonormalbasis C hat g Matrixdarstellung [g]C∗⊗C∗ = Id.

Wegen der Kovarianz der Koordinaten einer Bilinearform gilt die Formel

[g]B∗⊗B∗ = LTBC · Id · LBC = (L−1CB)T · (LCB)−1.

Die Inverse von LCB berechnen wir durch Gauss-Reduktion:
1 0 0 0
−1 0 0 1
0 1 1 1
0 1 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

→


1 0 0 0
0 1 −2 0
0 0 3 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 −1
1 1 0 0



→


1 0 0 0
0 1 −2 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 0 0 1
−1

3
−1

3
1
3
−1

3

1 1 0 0

→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−2

3
−2

3
2
3

1
3

−1
3
−1

3
1
3
−1

3

1 1 0 0
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Dann gilt es

[g]B∗⊗B∗ =


1 −2

3
−1

3
1

0 −2
3
−1

3
1

0 2
3

1
3

0
0 1

3
−1

3
0

 ·


1 0 0 0
−2

3
−2

3
2
3

1
3

−1
3
−1

3
1
3
−1

3

1 1 0 0

 =
1

9


23 14 −5 −1
14 14 −5 −1
−5 −5 5 1
−1 −1 1 2

 .
(c) Wir notieren Bg = {B1, B2, B3, B4}. Bezüglich C muss es gelten

[B1]C
[B2]C
[B3]C
[B4]C

 · [g]C∗⊗C∗ ·
[
[B1]C [B2]C [B3]C [B4]C

]
= Id,

was äquivalent ist zu 
[B1]C
[B2]C
[B3]C
[B4]C

 · Id · LBC = Id.

Somit erhalten wir
[B1]C
[B2]C
[B3]C
[B4]C

 = L−1BC = LCB =


1 0 0 0
−1 0 0 1
0 1 1 1
0 1 −2 0

 .
Also sind die Matrizen Bi gegeben durch

B1 = C1 =

[
−1 1
−1 1

]
B2 = −C1 + C4 =

[
2 −1
2 −1

]
B3 = C2 + C3 + C4 =

[
3 −1
2 2

]
B4 = C2 − 2C3 =

[
−1 5
−5 −1

]
Alternativ kann man die reziproke Basis Bg bezüglich B berechnen:

[B1]B
[B2]B
[B3]B
[B4]B

 · [g]B∗⊗B∗ ·
[
[B1]B [B2]B [B3]B [B4]B

]
= Id

⇐⇒


[B1]B
[B2]B
[B3]B
[B4]B

 = [g]−1B∗⊗B∗ = ((L−1CB)TL−1CB)−1 = LCB · LTCB.
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(d) Wir suchen zuerst nach den kontravarianten Koordinaten von A bezüglich
B. Diese sind durch die Koeffizienten a1, . . . , a4 ∈ R gegeben, für welche die
Gleichung A = aiBi gilt. Es hat dann[

0 2
0 0

]
= A = aiBi =

[
−a1 + a3 a1 + a4

a2 − a4 −a2 + a3

]
,

was gilt, wenn und nur wenn a1 = a3 = a2 = a4 und daher a1 = a4 = 1 gelten.
Also sind die kontravarianten Koordinaten von A bezüglich B gegeben durch

[A]B =


1
1
1
1

 .
Wegen der Beziehung zwischen kovarianten und kontravarianten Koordinaten
gilt es [A]Bg = [a1 a2 a3 a4], wobei die ai sind durch

ai = gija
j

definiert. Hier bezeichnen wir den (i, j)-te Eintrag von [g]B∗⊗B∗ als gij. Somit
erhalten wir

a1
a2
a3
a4

 = [g]B∗⊗B∗


a1

a2

a3

a4

 =
1

9


23 14 −5 −1
14 14 −5 −1
−5 −5 5 1
−1 −1 1 2




1
1
1
1

 =


31
9
22
9

−4
9

1
9


8. Wir bezeichnen einen Spannungstensor σS als Scherungsdeformation (shear defor-

mation), wenn dessen Spur gleich 0 ist. Ausserdem bezeichnen wir einen Span-
nungstensor σP als hydrostatischen Druck, falls dessen Hauptspannungen alle gle-
ich sind.

Weiter sei E := {e1, e2, e3} eine Orthonormalbasis bezüglich des Standardskalarpro-
dukts von R3. Ein Spannungstensor σ sei bezüglich dieser Basis wie folgt gegeben

A = [σ]E = [σij] :=

−3 2 1
2 −3 1
1 1 0

 .
(a) Bestimme die ersten drei Spannungsinvarianten I1, I2 und I3 des obigen Span-

nungstensors σ.

(b) Bestimme die Hauptspannungen σ1, σ2, σ3 von σ.

(c) Bestimme eine Orthonormalbasis B = {b1, b2, b3} von R3, bezüglich derer σ
durch eine Diagonalmatrix beschrieben wird.
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(d) Schreibe den obigen Spannungstensor σ als Summe einer Scherungsdeforma-
tion σS und eines hydrostatischen Drucks σP .

(e) Finde eine Orthonormalbasis C = {c1, c2, c3} von R3, bezüglich derer die
Matrixdarstellung von σS auf der Diagonale nur Nullen hat.

Lösung :

(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom von σ,

pσ(λ) = det(A− λId) =

∣∣∣∣∣∣
−3− λ 2 1

2 −3− λ 1
1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ(9 + 6λ+ λ2) + 2 + 2 + (3 + λ) + (3 + λ) + 4λ

= −λ3 − 6λ2 − 9λ+ 4 + 6 + 6λ = −λ3 − 6λ2 − 3λ+ 10.

Aus den Koeffizienten des charakteristischen Polynoms erhalten wir die Span-
nunginvarianten

I1 = Spur(σ) = −6

I2 = −(−3) = 3

I3 = det(σ) = 10.

(b) Die Hauptspannungen σ1, σ2, σ3 sind durch die Eigenwerte von σ gegeben,
die Nullstellen des charakteristischen Polynom pσ(λ) = −λ3− 6λ2− 3λ2 + 10
sind. Wir erraten die Nullstelle λ = 1. Danach berechnen wir den Quotient

−λ3 − 6λ2 − 3λ+ 10

λ− 1
= −λ2 − 7λ− 10,

der Nullstellen 7±
√
49−40
−2 = 7±3

−2 . Somit erhalten wir die drei Hauptspannungen
σ1 = −5, σ2 = −2 und σ3 = 1.

(c) Wir suchen nach den Eigenvektoren von σ bezüglich der Basis E :

E−5 = ker(A+ 5Id) = ker

2 2 1
2 2 1
1 1 5

 = ker

1 1 0
0 0 1
0 0 0

 =


 x
−x
0

 : x ∈ R


E−2 = ker(A+ 2Id) = ker

−1 2 1
2 −1 1
1 1 2

 = ker

−1 2 1
0 0 0
0 3 3

 =


 x
x
−x

 : x ∈ R


E1 = ker(A− Id) = ker

−4 2 1
2 −4 1
1 1 −1

 = ker

0 0 0
2 −4 1
3 −3 0

 =


 xx

2x

 : x ∈ R

 .
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Man kann bei jedem obigen Eigenraum das Element mit x = 1 nehmen.
Normalisiert erhalten wir die orthonormale Eigenbasis

b1 =

 1
−1
0


√

1 + 1
=

 1√
2

− 1√
2

0

 ,

b2 =

 1
1
−1


√

1 + 1 + 1
=


1√
3
1√
3

− 1√
3

 ,

b3 =

1
1
2


√

1 + 1 + 4
=


1√
6
1√
6
2√
6

 .
Da beide E und B orthonormal sind, ist die Transformationsmatrix O =
LBE orthogonal. Wegen seiner Kontravarianz hat σ bezüglich B diagonale
Matrixdarstellung

[σ]B = O−1[σ]E(O
−1)T = O−1[σ]EO =

−5 0 0
0 −2 0
0 0 1

 .
(d) Bei (a) haben wir die Spur von σ gefunden. Sie ist gleich Spur(σ) = −6.

Daher betrachten wir

[σS]E = [σ]E −
1

3
Spur(σ)I3

=

−3 2 1
2 −3 1
1 1 0

+

2 0 0
0 2 0
0 0 2

 =

−1 2 1
2 −1 1
1 1 2


und

[σP ]E =
1

3
Spur(σ)I3 =

−2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 .
(e) Es gibt eine Beziehung zwischen der Eigenvektoren von σ und σS, weil es gilt

ker(σS − λId) = ker(A+ 2 Id− λId) = ker(A− (λ− 2)Id).
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Also sind die Eigenvektoren von A und [σS] die selben. Das bedeutet, dass
auch σS bezüglich der bei (c) gefundenen Basis B diagonale Matrixdarstellung
hat. Es gilt nämlich

[σS]B = LBE [σS]EL
−1
BE = LBE(A+ 2 · Id)L−1BE = LBEAL

−1
BE + LBE · 2 · Id · L−1BE

= [σ]B + 2 · Id · LBEL−1BE =

−5 0 0
0 −2 0
0 0 1

+

2 0 0
0 2 0
0 0 2

 =

−3 0 0
0 0 0
0 0 3

 .
Auch unabhängig davon kann man trotzdem [σS] diagonalisieren, indem man
das bei (c) für σ verwendete Verfahren benutzt.

Wir suchen dann eine symmetrische Matrix C =

0 x y
x 0 z
y z 0

 mit Nullen auf

der Diagonale, die Eigenwerte −3, 0, 3 besitzt. Die kann dann zur [σS]B selbst
diagonalisiert werden. Die Eigenwerte von C sind Nullstellen des Polynoms

pC(λ) = det(C − λ · Id) =

−λ x y
x −λ z
y z −λ

 = −λ3 + 2xyz + λ(x2 + y2 + z2).

Also müssen die folgenden Gleichungen gelten:
27 + 2xyz − 3(x2 + y2 + z2) = 0
0 + 2xyz − 0 = 0
−27 + 2xyz + 3(x2 + y2 + z2) = 0

⇐⇒
{
xyz = 0
x2 + y2 + z2 = 9

Zum Beispiel kann man die Lösung (x, y, z) = (0, 0, 3) nehmen. Sei also
C = {c1, c2, c3} eine Basis, bezüglich derer σS Matrixdarstellung

[σS]C = C =

0 0 0
0 0 3
0 3 0

 .
hat. Wir möchten jetzt orthogonalen Eigenvektoren von C bezüglich C berech-
nen und mit b1, b2 und b3 gleichsetzen. Bezüglich C gilt es

ker(C + 3 · Id) = ker

3 0 0
0 3 3
0 3 3

 = {xc2 − xc3 : x ∈ R} ,

ker(C) = ker

0 0 0
0 0 3
0 3 0

 = {xc1 : x ∈ R} ,

ker(C − 3 · Id) = ker

−3 0 0
0 −3 3
0 3 −3

 = {xc2 + xc3 : x ∈ R} .
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Normalisiert muss es das folgende gelten

b1 =
c2 − c3
||c2 − c3||

=
c2 − c3√

1 + 1
=

1√
2
c2 −

1√
2
c3

b2 = c1

b3 =
c2 + c3
||c2 + c3||

=
c2 + c3√

1 + 1
=

1√
2
c2 +

1√
2
c3.

Somit erhalten wir die orthogonale Transformationsmatrix von C nach B

LBC =

 0 1 0
1√
2

0 1√
2

− 1√
2

0 1√
2


mit Inverse

LCB = L−1CB = LTCB = LBC =

0 1√
2
− 1√

2

1 0 0
0 1√

2
1√
2

 .
Anschliessend finden wir die Transformationsmatrix von E nach C

LCE = Mat(Id, C, E) = Mat(Id,B, E) ·Mat(Id, C,B) = LBELCB

=


1√
2

1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

1√
6

0 − 1√
3

2√
6


0 1√

2
− 1√

2

1 0 0
0 1√

2
1√
2

 =


1√
3

1
2

+ 1
2
√
3
−1

2
+ 1

2
√
3

1√
3
−1

2
+ 1

2
√
3

1
2

+ 1
2
√
3

− 1√
3

1√
3

1√
3

 .
Also ist

C =




1√
3
1√
3

− 1√
3

 ,


1
2

+ 1
2
√
3

−1
2

+ 1
2
√
3

1√
3

 ,
−

1
2

+ 1
2
√
3

1
2

+ 1
2
√
3

1√
3




eine Basis, die die gewünschte Eigenschaft erfüllt.
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