D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 3

LINEARE TRANSFORMATIONEN UND IHRE MATRIXDARSTELLUNG

1. Gegeben ist die Basis B = {x1, 72, z3} von R? mit

, L3 =

Tt W N
~N Ot W

1
€Ty = 2 , L2 =
3

Sei p : R? ++ R3? die einzige lineare Abbildung, die z; — x5 bzw. x5 — x; bzw.
T3 — x3 schickt.

(a) Bestimme die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich B.
(b) Bestimme die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich der Standardbasis €.
(c) Ist die bei (b) gefundene Matrix diagonalisierbar?

Losung:

(a) Es hat
0
Mat (g, B,B) = [[p(z1)]s [p(z2)]5 [e(w3)]s] = (1)

(b) Wie an der Vorlesung gesehen, gilt Mat(p, £, E) = Lz - Mat(p, B, B) - Leg,
wo Lgp die Wechselmatrix von B nach £ bezeichnet. Es hat

1
Leg = Lie = [[11e [wo]e [w3]e] = ?,

1 2 31 00 12 3|1 00

235010 —1]0 -1 =-1|-2 10

35 700 1 0 -1 -2/-3 0 1
1 231 0 0] 1 00-4 1 1
— 01 12 -1 0f—---—1(0 10 1 -2 1
00 11 1 -1 0011 1 -1




Somit erhalten wir

1 2 311010 —4 1 1
Mat(p,£,€) =12 3 5| |1 0 0 1 -2 1
35 700 1|1 1 -1

1 2 3] [1 -2 1 -4 30

=12 3 5 —4 1 1|1 =[-5 40

3571 1 -1 —-10 6 1

(c) Diebei (a) und (b) gefundenen Matrizen sind dhnlich. Deshalb ist Mat(p, &, &)
diagonalisierbar wenn und nur wenn Mat(p, B, B) diagonalisierbar ist. Wir
berechnen die Eigenwerte von [p]gz:

' -2 1 0
0 =det(Mat(¢,B,B) —AX[)=|1 —=Xx 0
0 0 1-2AX

—(1-NA2=1)=—A+1)(\— D2

Es gibt zwei Eigenwerte A = 1 (mit Vielfachheit 2) und A = —1 (mit Vielfach-
heit 1). Die Matrix Mat(p, B, B) ist diagonalisierbar, wenn und nur wenn die
algebraische und geometrische Vielfachheiten jedes Eigenwertes tibereinstim-
men. Da die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes nicht kleiner als
1 und nicht grosser als die algebraische Vielfachheit sein kann, miissen wir
nur feststellen, ob die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A = 1 gleich
1 oder 2 ist. Die ist als die Dimension des Eigenraum V) definiert. Dieser
Eigenraum ist der Kern der Matrix

-1 1 0 -1 10
Mat(p,B,8) —I=|1 —1 0l ~]0 00
0O 0 0 0 00
Dann hat es dim(V;) = 2 (eine Basis von V; ist {x; + xo,23}). Daraus

schliessen wir, dass Mat(y, £, E) diagonalisierbar ist.

2. Gegeben sind die zwei Basen von R?*?

s={lo 2 [0 o 1 5] [ 1}
s={ 00 B T

sowie die zwei lineare Abbildungen

Q: R2><2 - R2><2 ()5 . R2><2 - R2><2

10 -1 0
_ AT . _
A= A— A A— A {0 O} {O 1} A.

und



(a) Bestimme die Matrixdarstellungen von ¢ beziiglich B und von ¢ beziiglich
B.

(b) Berechne die Wechselmatrix von B nach B.

(c¢) Finde die Matrixdarstellungen von ¢ beziiglich B und von @ beziiglich B.

Losung:

(a) Fiir jede Matrix B € B mochten wir die Koordinaten von ¢(B) beziiglich der
Basis B berechnen. Es hat

G-t

)=1s
_'20_20_0
4 “1o 0] |00~
0 _'0—1_01_0—2_20—1
ol 1o ~10/ " [2 0] “[t 0
(- 1)—‘ b=yl =2l o
Sl -3 1 11 20 2|1 0
und somit
000 0
000 0
Mat(p, B, B) = 002 -3
000 0

Bei ¢ und B verfahren wir analog. Fiir eine beliebige Matrix A = [a b]

c d
- a b 10 -1 0| a b
"D(A)_L d}'{o 0}_[0 1} [c d]
_la O |—a —=b| _|2a b
e 0 c d| |0 —d|’
Dank der obigen Formel erhalten wir
2 0 10 0 0
Lo A= e
0 0 00
—1}—_1’[0 1]
1 _2(0 1 170 -1
0] 3|1 0 31{2 0

—1__201+10—1
O 31/1 0 312 0

berechnet man
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und somit

2 0 0
- -3 -1 0
B) =

0 0 2

0o o0 -1

(b) Wir betrachten die Standardbasis £ = { {(1) 8] , {8

eine beliebige Matrix A = [CCL

Lpe =

Wir berechnen

LBB = ngéLBs =

_ o O =

S OO NN

Z] gilt dann [A]¢ =

—_ =

und Lge =

|
rolceo

_ O O =
S O O

_ o O O

_ o O =

FIRIE

. Deshalb hat es

O~ — O
[\

O~ = O



Somit erhalten wir

Mat(p, B, B) = Lgé - Mat (¢, B, B) - Ly

-3 =6 0 -=3][oo0o0 O]t 1 4 2
~1to 6 0 0]j00O0 O]]0 =5 0 0
- 310 0 1 —=i|]|002 =20 0O -5 -1
0 0 -2 2]0o00 O0O][0 0O —4 -2
(-3 =6 0 —=3] [0 000
1o 6 0 0[]00O0O
B 0 0 1 —-ij{f000 3
0 0 -2 2]][0000
000 0
{000 o0
{000 -1
000 2
und
Mat(p, B, B) = L. - Mat(3, 8, B) - L
1 1 4 27[2 0o 0 0][-3 -6 0 -3
110 - 0 0|3 -1 0 0|0 6 0 0
- 310 0 =5 —1f]0 0 2 -2|]0 o0 1 -1
00 —4 =210 0 -3 3 0o 0 -2 2
1 1 4 27][-6 —-12 0 -6
_ 1o -5 0 0]}9 12 0 9
- 3]/0 0 =5 —1] |0 0 2 =2
0 0 -4 -2/[0 0 -1 1
(3 0 6 3] -1 0 -2 1
_llp e 0 g g2 0 g
310 0 -9 9 0 0 3 -3
|0 0 -6 6 0 0 2 -2
3. Gegeben sind die Ebene 7 : x — y 4+ 2z = 0 und die Gerade ¢ : z = y = z im

Vektorraum R3. Sei o : R* — R?® die orthogonale Ebenenspiegelung an 7 und
B : R?® — R3 die orthogonale Achsenspiegelung an /.

(a) Finde eine Basis B von R3, die aus Eigenvektoren von « besteht und bestimme
die Matrixdarstellung [a]g.
(b) Finde die Matrixdarstellung von « beziiglich der Standardbasis £ = {ey, €2, e3}.

(c¢) Finde die Matrixdarstellung von [ beziiglich der Standardbasis € = {eq, 3, €3}.

b}



(d*) Sei n' = p(m) die an der Gerade (¢ reflektierte Ebene m. Bestimme eine

Gleichung, die 7’ definiert.

Losung:

(a) Die Abbildung « ist die Identitét auf der Ebene 7. Deshalb hat es a(u;) = uy

1
und a(ug) = uy wenn man die zwei linear unabhéngige Vektoren u; = |1
0
-1
und ug = | 0 | definiert. Weiter gilt a(uz) = —ug fiir jeden Vektor v € R3,
1
der orthogonal zu 7 ist. Per Definition hat es
T 171" [z
™= Yyl e R3: |—1 -yl =0,
z 1 z
1
so dass wir ug := | —1| wéhlen kénnen. Die Matrix B := {uy, us, us} besteht
1
dann aus Eigenvektoren von « und es hat
10 0
Mat(a, B,B)= [0 1 0
0 0 —1
Die Wechselmatrix ist
1 0 1
Lpe= |1 1 —1
01 1
Thre Inverse ist
1 2 1 -1
Lyt = St 2
1 -1 1



Daraus folgern wir

Mat(a, €,E) = Lpe - Mat(a, B, B) - Lz
1'101"100 2 1 -1
2311—1 01 0 -1 1 2

01 1]00 —-1]]1 -1 1
] (10 172 1 -1
=3 11 =1 |-11 2
01 1] [-11 -1
[1 2 —2
1
-2 2 1

(c) Wie bei a, suchen wir nach einer Basis aus Eigenvektoren von . Der Vektor

wy = 1 gehort zur Gerade £, so dass 8(w;) = w;. Fiir jeden Vektor v € R?,
der ortﬁogonal zur { ist, gilt f(v) = —v. Diese orthogonalen Vektoren liegen
auf der Ebene x +y+ 2z = 0. Wir wahlen dann wy, = —11 und w3 = (1)
Beziiglich der Basis C = {wy, wy, w3} ist die Darstellungr?mtrix von 3 geg;lien
durch

1 0 0
Mat(3,C,C) = [0 —1 0
0 0 -1

Weiter berechnen wir die Wechselmatrix von £ nach C

1 1 0
Lee= 11 -1 1
1 0 -1
und ihre Inverse
1 1 1 1
Lge = s (2 -1 -1
1 1 =2



Somit erhalten wir

1 1 1 0 1 0 011 1 1
Mat(8,€.€) =5 |1 —1 1] [0 —1 0|2 -1 -1
10 —1) 0 0 —1f[1 1 -2
] 1 o] [1 1 1]
:5 1 -1 1 -2 1 1
10 -1 [-1 -1 2
(-1 2
:é 2 -1 2
2 2 -1
x x!
(d) Fiir jeden Punkt P = |y| € m, sei P = |y | = B(P) € 7 der de-
z Z

mentsprechende an /¢ reflektierte Punkt. Um eine Gleichung fir 2/,4/, 2’ zu
finden, mochten wir die Koordinaten von P als Funktion von /.3 und 2/,
schreiben. Es hat

Es ist aber klar, dass 8o 3 = id. Dann hat es 8 = 37! und wir schreiben

x x (-t 22 x’ —x' + 2y + 27
— / =192 =1 2 . =2 20— 2

yl =81\ |y 3 Y o —y + 22

z 2 2 2 -1 2! 2"+ 2y — 2

Aus der Gleichung z(z —y + z) = 0 folgern wir
(2" + 2y +22') — (22" — ¢/ + 22') + (22" + 2y — ') =0,
dh, "=+ 5y — 2 =0.

4. Sei © : R[z]<3 — R[z]|<3 die lineare Transformation des Vektorraumes der reellen
Polynome vom Grad < 3, die definiert ist durch

O(f(2)) = Bz = 1)f(z) — (2* = 2)f'(x).

Bestimme die Matrixdarstellung von © beziiglich der Standarbasis B = {1, z, x? 23}
sowie beziiglich der Basis B = {1,z — 1, (z — 1)%, (z — 1)3}.

Losung: Es hat

O(1)=3z—-1—-(2"-2)-0=3r—1
O)=0Bz—1Dr— (2> —2) - 1=22" -2 +2
O@*) = Br—1)2* — (2 —2) - 2z =2° — 2* + 4x
O(z*) = 3z — 1)2® — (2* — 2) - 32% = —2® + 622



Somit erhalten wir

12 0 0
Mat(6, B, B) — g _21 _41 2
0 0 1 -1

Die Wechselmatrize zwischen B und B haben wir bei Serie 1, Aufgabe 3c) gefunden.
Sie sind namlich

1 -1 1 -1 1111

o1 -2 3 4|01 23

Les=10 o 1 _3| ™dlg=1|g g 1 3

0o 0 0 1 0001

Dann ist die Matrixdarstellung von © beziiglich B
Mat(, B, B) = L), - Mat(©, B, B) - L

111 1]7[-1 2 0o o071 -1 1 -1
|01 23|/|3 -1 4 0[]0 1 -2 3
“loo13]10 2 -1 6|]/0 0 1 -3
00010 0 1 —1J[0 0 0 1
2 3 4 5] ([1 -1 1 -1} 21 0 0
1335 9]0 1 -2 3| (30 2 0
“lo022 3(lo o 1 =31 o2 —2 3
001 —-1]|0 0 0 1 00 1 —4




