D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 5

EIGENWERTE, LINEARFORMEN

1. Sei V = R?*? der Vektorraum der reellen Matrizen, sieche Aufgabe 2 aus der Serie
3. Seien ¢ und ¢ die lineare Transformationen V' — V| die definiert sind durch

o(A) = A— AT, G(A)=A. B 8} _ [_01 ﬂ A.

(a) Finde Eigenwerte und Eigenvektoren von .

(b) Ist ¢ diagonalisierbar? Wenn ja, bestimme eine Eigenbasis &, und die Ma-
trixdarstellung von ¢ beziiglich &,.

(c) Finde die Eigenwerte von . Ist ¢ diagonalisierbar?
Losung:

(a) Bei Aufgabe 2, Serie 3 haben wir die Matrixdarstellung von ¢ gefunden
beziiglich der Basis

s~ {100 T )

Die lautet
000 O
000 O
A = Mat(p,B,B) =
0 0 2 —g
000 O

Wir berechnen das charakteristische Polynom von A:

-A 0 0 0
B 0 - 0 0|
pa(A) :=det 0 0 2-) _3|= =A% (2= N).

5
2
0 0 0 -2

Es gibt die zwei Eigenwerte A = 0 (mit Vielfachheit 3) und A = 2. Wir
berechnen dann die Eigenrdume E) := ker(A — AId).



Es hat

000 O 1 0 0
000 O 0 1 0
000 O 0 0 4

Die drei gefundene Spaltenvektoren sind Koordinatenvektoren beziiglich der
Basis B. Deshalb gilt es Ey = span{M;, M, M3}, wobei

10 10
My=1- 0 1} - {0 1]
20 20
M=1-1, 0} {0 0}
0 -1 1 1 4 -1
s e [y 944
Weiter hat es
-2 0 0 0 0\ )
0 -2 0 0 0
Ey = ker 0 0 o _35| =span 1 ,
0 0 0 =2 0/ )
0 —1
was bedeutet, dass Fy = span { [1 0 } }
. . : 0 -1 .
Bei (a) haben wir vier Eigenvektoren gefunden. Sei My = 1 ol Dann ist

E, = { My, My, M3, My} eine Eigenbasis von ¢, beziiglich der hat ¢ diagonale
Matrixdarstellung

00 00O
0O 0 00
Mat(p, &, &) = 000 0
0O 0 0 2

Bei Aufgabe 2, Serie 3 haben wir die Matrixdarstellung von ¢ gefunden
beziiglich der Basis

s={ A 0B ST

Die lautet
2 0 0 0
~ L 55 -3 -1 0 0
A = Mat(gp, ,B) = 0 0 2 2
3 3
o 0 4



Wir berechnen das charakteristische Polynom von A:

2—A 0 0 0

-3 —-1-2A 0 0

pA(A) = det 0 0 é_ )\ _g
0 0 -3 1=

=A=2)(A+1) (S—AH?—g) =(A=2)A+DAA—1).

Somit finden wir die vier verschiedenen Eigenwerte A = 2, A = —1, A = 0,
A =1

Wir wissen, dass jeder Eigenraum FE) Dimension > 1 hat, sobald A ein
Eigenwert ist. Dazu wissen wir, dass Eigenvektoren beziiglich verschiedlicher
Eigenwerte linear unabhangig sind. Deshalb gibt es vier linear unabhangige
Eigenvektoren und somit eine Eigenbasis. Dann muss ¢ diagonalisierbar sein.

2. Sei V. = R[z]<s der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3. Sei
{eo,...,e3} die Standardbasis von V', wobei e; := x’. Gegeben sind die folgen-
den Linearformen V — R:

0°(f()) = f(0),  0'(f(x)) = f(0),
0*(f(x)) = f(0),  0°(f(x)) := f"(0).
Weiter sei a € R und a : V' — R die Linearform definiert durch a(f(z)) := f(a).

(a) Zeige, dass das folgende fir I, .J € {0,1, 2,3} gilt:

I I wenn I =J
0 (es) = { 0 sonst.
(b) Berechne die Ausdriicke 0'(e;) - 67(e;) und 6 (e;) - 6 (e;).
(c) Zeige, dass die Linearformen 6°,... 0% € V* eine Basis von V* bilden.
(d) Finde ay,...,a3 € R, die a = ;0 entfiillen, d.h., die Komponenten von «
beziiglich der Basis {6°,...,6%} von V*.

Losung:

(a) Wir bezeichnen als fU) die I-te Ableitung des Polynoms f. Jedes Polynom
ey hat Grad J. Deshalb hat es ef,l) = 0, sobald I > J. Wir folgern daraus,
dass es 01(e;) = 0 fiir I > J gilt.

Da e; ein Monom vom Grad J ist, ist ef,f) ein Monom vom Grad J — I,
sobald I < J. Also ist eSI) ein Monom vom positiven Grad wenn I < J, was

bedeutet, dass 6! (e;) = eSI)(O) =0 fir I < J.

3



Zum Schluss miissen wir uns mit dem Fall I = J beschéftigen. Es gilt
d d
e =1=0L eV = o =11, ¢’ = —(2) =2=2, ¢f) =3¢ =6=3
x
Da die obige Polynome konstant sind, haben wir die Werte von 6 (er) schon
gefunden, namlich, §'(e;) = I!

Wegen der Einsteinschen Summenkonvention gilt es

0'(e)-0'(er) = D 0"(e) -0 (ex) LY (0'(e)” = 12417 +2° +6” = 42

I1=0

Bei (*) haben wir beriicksichtigt, dass 67(e;) = 0 fiir I # J, sodass nur die
Summanden mit [ = J € {0, 1,2, 3} relevant sind.

Weiter hat es

0'(ei) - 0(ej) =D 0'(er)-07(es) =D 0"(er)- Y _07(e)) = (Z 91(61))
1,] 1=0 J=0
@14+ 1+2+6)% = 100.

Da V endlich ist, hat der Dualvektorraum V* die selbe Dimension als V/,
namlich, dim(V*) = 4. Deshalb geniigt es zu zeigen, dass 6°,..., 63 linear
unabhéngig sind.

Seien A, ..., A3 € R vier reellen Zahlen so dass 6 := \;#° = 0. Die Linearform
6 ist trivial wenn und nur wenn 6(e;) = 0 fiir jedes j € {0,1,2,3}. Also hat
es

0= (\)(e5) = A - 0(e;) L ;- !

fiir jedes j € {0,1,2,3}, was heisst, dass A\; = 0. Infolgedessen sind die vier
Linearformen 6°, ..., 03 linear unabhingig.

Wir berechnen a(ey) fiir jedes J € {0,1,2,3}:

aleg) =a(l) =1
ale;) =alr) =a
afer) = a(x?) = a
ales) = a(z®) = d®

Also gilt die Formel a(e;) = a’. Schreibt man a = «;6*, dann folgert man

a = ale;) = af'e; @ a;j!

Somit erhalten wir «; = a?/;!, namlich,
3

2
a=0°+ab' + %92 + %03.
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3. Gegeben ist eine Nummer a € R und die Vektoren

1 0 1
V1 = 2 , Uy = 1 , U3 = 1—a
0 a 0

(a) Zeige, dass B = {vy,vs,v3} eine Basis von R? bilden, wenn und nur wenn
a¢{-1,0}.

(b) Nehmen wir an, dass a € R~ {—1,0}. Sei ¢ : R® — R3 die lineare Transfor-
mation, die vy > vg bzw. vy — v baw. v3 — €1 + (@ + 2)eq + eg schickt. Fir
welche Werte von a ist 1 diagonalisierbar?

Losung:

(a) Die drei Vektoren vy, v und vs bilden eine Basis wenn und nur wenn

10 1
O#det |2 1 1—a|l =—a(l—a—2)=ala+1).
0 a O
Wenn a = 0 oder a = —1, dann ist die obige Determinante gleich Null. Sonst

ist die Matrix invertierbar und somit B eine Basis.

(b) Wir mochten die Matrixdarstellung von v beziiglich B bestimmen. Dazu
muss man die Komponente der Bilder von vy, v, und v3 beziiglich B schreiben.
Diese sind fiir 1(v1) und 1 (v5) schon klar. Weiter suchen wir nach A\', A\* und

A3, so dass
e1 + (a+2)eg + e3 = ¥(v3) = N
Das heisst,
1 AL+ N3
a+2| = |22V + A2+ (1 —a)X3
1 a\?

Die dritte Gleichung impliziert, dass

3 =2

—
Aus der ersten Gleichung folgern wir, dass A*> = 1 — Al Somit bedeutet die
zweite Gleichung

1 1
a+2:2/\1+5+(1—a)(1—/\1):(1+a))\1+5+1—a.



Dann hat es

v_oZatl—g 20°ta-1_ (a-1)(a+l) 2a-1
 14+a  a(l4+a)  a(l+a) a

und somit
20—1 1-a

a a

=1

Daraus folgern wir, dass die Matrixdarstellung von v beziiglich B ist

2a—1

A = Mat(y, B, B) =

| 2 I~

o = O
o O =

l—a
a

Wir berechnen das charakteristische Polynom von A:

-\ 1 2a—1 ]
pad)=det | 1 —x 1 :( —f —)\) (A2 —1).
0 0 e_) “

a

Die Eigenwerte von A sind dann A =1, A = —1 und \ = 177“ Es kann der
Fall sein, dass der Eigenwert A = 177“ gleich 1 oder —1. Das passiert wenn
und nur wenn

1—a\? 1
( a) :1<:>1—2a+a2:a2<:>a:§.
a

Das heisst, dass fiir a € R~ {—1,0, %} die lineare Transformation ¢ drei
verschiedliche Eigenwerte besitzt und ist deshalb diagonalisierbar (die selbe
Begriindung wie bei Aufgabe 1(c) gilt).

Sonst, wenn a = %, dann hat es

Deshalb hat der Eigenwert 1 Vielfachheit 2 und ist ¢/ diagonalisierbar, wenn
und nur wenn dim(£;) = 2. Wir berechnen

-1 1 0
Ei=ker|{1 -1 2
0O 0 0

Da die Matrix Rang 2 hat, gilt es dim(F;) = 3 — 2 = 1. Infolgedessen ist

nicht diagonalisierbar, wenn a = %



