D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 6

LINEARFORMEN, DER DUALVEKTORRAUM

1. Sei V ein Vektorraum. Zeige, dass der Dualraum
V* := {alle Linearformen o : V" — R}

von V ebenfalls ein Vektorraum ist.

Losung: Wir definieren die Addition zweier Linearformen «a, § € V* durch
a+ eV’ sodass (a+P)(v) : =a(v) + pv) YweV
Die Skalarmultiplikation mit A € R definieren wir durch
Aa € V' so dass (Aa)(v) : = da(v) Yo e V.

Mit diesen Definitionen gilt:
(1) Assoziativitit von +:  Es gilt (a« +8) +v=a + (8+7), da

((a+5)+7)() = (a+P)(v) +7(v) = a(v) + B(v) +7(v) = afv) + (6 +7)(v)
=(a+ (B+7))(v) YveVund Vo, 5,7 € V"

(2) Kommutativitdt von +: Es gilt a + = 8+ «, da

(a+B)(v) =alv)+ Bv) = L) +alv)=(8+a)(v) YveVund Vo, 5 € V*.

(3) Existenz des Nullvektors: Es gilt Oy« € V* mit Oy«(v) =0 Vo € V. Deshalb
gilt a+ 0y« =a YVae V* da

(a+ 0y«)(v) = a(v) + 0y+(v) = a(v) Ya € V.

(4) Existenz des Additiven Inversen: Es existiert —a € V* Va € V* definiert
durch (—a)(v) = —a(v), so dass

a+ (—a) =0, dagilt (a+ (—a))(v) = a(v) + (—a)(v) = a(v) — a(v) = 0.

(5) Gemischte Assoziativitat der Skalarmultiplikation: Es gilt A(ua) = (Ap)a YA, p €
R und Va € V*, da gilt

(A(1))(v) = M) (v) = Alua(v)) = Aa(v) = (Aw)a)(v) YA, 1 € R und Va € V™.
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(6) Neutralitdt des Einselements 1 € R: Es gilt la = a Ya € V*, da

(la)(v) = la(v) = a(v) Yv e V.

(7) Linksdistributivitdt der Skalarmultiplikation tber +: Es gilt A(a + ) = A +
AB Yo,B e V*VAeR, da

(A + B))(v) = Aa + B)(v) = Ma(v) + B(v)) = Ada(v) + AB(v) = (Aa)(v) + (AB)(v)
=Aa+A3)(v) Vv € Vund Vo, B € V* VA € R.

(8) Rechtsdistributivitat der Skalarmultiplikation tiber +: Es gilt

A+ p)a=da+pa YA\, ueRVa eV,
da

(A +p)a)(v) = (A + pla(v) = Aa(v) + pa(v) = (Aa)(v) + (ua)(v)
= (Aa+ pa)(v) Yo € Vund VA, p € RVa € V*.

Somit sind mit den obigen beiden Definitionen von + und der Skalarmultiplikation
alle 8 Vektorraumaxiome fiir V* erfiillt und damit ist V* ein Vektorraum.

2. Sei V. = R[z]<s der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3. Sei

{eo,...,e3} die Standardbasis von V, wobei ¢; := z'. Gegeben sind auch die

folgenden Linearformen V — R:
n°(f(2)) = f(0),  n'(f(x)) = f(1),
(f(2) = f(2),  n(f(x)) = f(3).

(a) Erkldre, warum die bei Aufgabe 2 der Serie 5 definierte Basis 7 := {6°, 6", 6%, 6°}
von V* nicht die Dualbasis von {ey, ..., ez} ist und finde eine Basis £ von V
dessen Dualbasis 7T ist.

(b) Zeige, dass C = {n°,...,n*} eine Basis von V* ist.
(c) Bestimme welche Basis B von V' die Eigenschaft B* = C erfiillt.
Losung:
(a) Wegen Aufgabe 2(a) von Serie 5 gilt es
0'(es) = 657!

Also gilt 6%(es) = 2 und 63(e3) = 3! = 6, was die Definition von Dualbasis
wiederspricht.



Sei £ = {éo, &1, 9,63} die gewiinschte Basis. Um die Gleichungen

zu garantieren, muss man €; := 5 definieren. Also gilt es

2 3
I~ €g €3 r~ T
& {607617 27 6} { y L, 27 6}

Fiir jedes a € R sei n® € V* die Linearform, die durch n?(f) = f(a) definiert
ist. Offensichtlich ist diese Notation mit der Definition von 7%, ..., 7% auf dem
Aufgabenblatt konsequent. Dann berechnen wir den Koordinatenvektor

[%e= = [n*(1) n*(x) n°(«*) n*(2”)] = [1 a a® a”].

Die vier Linearformen 7", . .., n? bilden eine Basis des vierdimensionellen Vek-
toraums V*, wenn und nur wenn die folgende Matrix invertierbar ist:

0 0
i (e)] = .

— =
O =~ = O

1

2

3 27

Das ist doch der Fall, weil die Determinante nicht gleich Null ist:
det[ni(e;)] =1- (108 + 24 + 18 — 12 — 72 — 54) = 12 # 0.

Man kann direkt versuchen, Polynome by, b1, by, b3 zu finden, die die Eigen-
schaft n'(b;) = 5} erfiillen. Dazu hilft es zu wissen, dass fiir jedes Polynom
f € R[z] und a € R, die Gleichung f(a) = 0 gilt wenn und nur wenn ein
Polynom g(x) € R|x] existiert, so dass f(z) = (x — a)g(x).

Um das zu beweisen, kann man f durch (z — a) teilen. Der Rest muss Grad
0 haben. Dann hat es f(z) = (¢ — a)g(x) + r. Insbesondere gilt diese
Gleichung fiir = a, was impliziert f(a) = (a — a)g(a) + r = r. Also kann
man f(x) = (z — a)g(x) schreiben, wenn und nur wenn f(a) = 0.

Das gesuchte Polynom by muss 0 = n'(bg(z)) = bo(z) fir ¢ = 1,2, 3 erfiillen.
Dann kann man by(z) = (x — 1)g(x) schreiben. Weiter hat es 0 = by(2) =
(2 —1)g(2), was bedeutet, dass ¢g(2) = 0, so dass man g(z) = (z — 2)h(zx)
schreiben kann. Daraus folgern wir, dass by = (z — 1)(z — 2)h(z) gilt. Zum
Schluss hat es 0 = by(3) = (3 — 1)(3 — 2)Ah(3), was bedeutet, dass h(3) = 0,
so dass h(z) = (x — 3)ly(z) und die folgende Gleichung gilt:

bo(z) =4y - (x — 1)(z — 2)(x — 3).



Oben haben wir bemerkt, dass f maximal Grad 3 besitzen kann, so dass ¢
konstant sein muss. Das Polynom by muss auch die Bedingung 1 = n%(by) =
bo(0) erfiillen. Das bedeutet, dass

L= (0= 1)(0— 2)(0— 3) = —60y =l — —é.

Um by, by und b3 zu finden, folgen wir die selbe Strategie. Wie oben fiir b
gemacht kann man beweisen, dass ¢, (5, /3 € R existieren, die die folgenden
Gleichungen erfiillen:

bi(x) = bz(x — 2)(z — 3)
ba(z) = byz(x — 1)(x — 3)
by(x) = lyz(x — 1)(z — 2)
Durch 1 = n*(b;(z)) = b;(i) erhalten wir

I=h(@) =2 @~ 1)@ -3) = b=

L= by(3) = £5-3-(3—1)(3—2) <= 53:%

Wir haben die gewiinschte Basis B = {bo(x), b1 (z), bo(x), bs(z)} gefunden.
Die lautet

1 1 11
bo(z) = ——(x = 1)(x = 2)(z = 3) = —=a® +a® — —w +1
bi(z) = Lo — 2@ —3)= 208~ D02 4 3

N 3 9

by() st —D(r—=3) = g2’ + 22" — Zw
1 1 1 1

bsy(x) = gx(x —1)(x—2)= 6‘,103 . §x2 n gx

Lésung durch Basiswechsel: Sei Lge die Wechselmatrix von £ nach B. Dann
hat es wegen der Kontravarianz

C=B =Lyl

Jede beide Seiten besteht aus einem Spaltenvektor mit 4 Linearformen. Wen-
den wir diese auf die Standarbasisvektoren, bekommen wir

(7' (ej)] = C(€) = Lpe™(€) = Ly,



was bedeutet, dass

-1

100 0 1 0 0 0
i N 111 1 a3 3 1
LBE:[n(ejﬂ b= 1 2 4 8§ = 16 _5 22 _31
2 2

139 27 -5 3 -3

Die Inverse kann man z.B. durch Gauss-Reduktion berechnen. Die Spal-
tenvektoren der Matrix Lgg sind die Komponenten von by, ..., bs beziiglich
der Standardbasis {1, z, 2% 23} von V und stimmen mit den durch den an-
deren Losungsweg gefundenen Basisvektoren.

3. Sei V' = Riz]<3 der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3. Sei & =
{eo,...,e3} die Standardbasis von V, wobei ¢; := z’. Sei weiter w € V* die
Linearform, welche durch

w:R[z]les = R
1 2
f@) o [ @~ [ @05 @is
-1 0
definiert ist. Bestimme die Koordinatenvektoren [w]g+ und [w]e, wo C ist die bei
Aufgabe 2 definierte Basis.
Lésung: Es hat

w(1):/_11dx—/02<x—1)-022
w(x):/_lla:da:—/:(x—l)dx:/_llxda:—/_llxd:c:()

1 2 3 rx=1 3 r=2
2
w(;pQ) — / xQd:L‘ —/ Qx(l‘ — l)dx — |:$_:| _ |:i . ZL‘2:|
-1 0 R 3 0
2 16 2
— 2 _ 4 4=_Z
3 3 * 3
1 2 3 =2
W(,j(j‘g):/ Q;.de_/v (x_1>3x2dx:0_ [_I4_x31
-1 0 4 o0
=—-124+8=-4
Somit erhalten wir
wlee =2 0 —2 —4].
Wir mochten jetzt die Koordinaten von w beziiglich C, das heisst, wy,...,w3 € R

so dass w = w;n’. Das ist genau der Fall, wenn fiir alle j € {0, 1,2, 3} die Gleichung
w(e;) = win'(e;) gilt, das heisst:

[w(en) wler) wles) wlez)] = [wo wi wo W3H77i(ej)]- (1)



Wenn man bei Aufgabe 3(c) die Inverse von [n(e;)] schon gefunden hat, kann man
direkt berechnen

[wo wi wa ws] = [w(eo) wler) w(ez) wle)]'(e;)] ™
1 0 0 ©
2 ~% 3 =3 3 12 _1
=20 -5 4| ° 5% 2 Al=[2 -3 3 -3
2 2
-1 1 _1 1
6 2 2 6
Alternativ kann man die Gleichung (1) transponieren
Wy 2
i oyt |wi| _ |0
e ol = |
W3 —4
und das folgende Linearsystem losen:
(111 1| 2 111 1] 2 111 1] 2
01230%01230%01230
01 4 9|2 002 6|2 001 3 —3
0 1 8 27| -4 0 0 6 24 —4 00 0 6]—-2
(11 1 1] 2 1 00 0] 2
_>0100—%_>0100—%
001 0+2 00 1 0f+3
000 1|—3 000 1]—3

So bekommt man wieder
12 1
Wle = |wi] = {2 ————— ] .

4. Gegeben sind die drei Vektoren

1 0 -1
b1 = 0 3 b2 = 5) 3 bg = 1
2 1 3

(a) Zeigt, dass B := {by, by, b3} eine Basis von V definiert.

b) Sei B* := {B', 3%, 3%} die Dualbasis von B. Berechne 3i(v’e;) fiir jedes i €
j
{1,2,3} und v/ € R. Hier ist £ = {ey, €9, €3} die Standardbasis von R?.

(c) Finde die Koordinatenvektoren [3]¢- fiir jedes i € {1,2, 3}.



(d) Sei @ € R und «,~ : R® — R die Linearformen, welche durch

1 1

T T
a z? =2' + a2’ und v z? =(a—1)a*+2°
23 3

definiert sind. Fir welche Werte von a € R ist {«, %7} eine Basis von

(R3)*?
Losung:
(a) Es hat
1 0 -1
det[by by bs] =det | O 5 1| =1-(15—-1)—1-(0+10)=4#0.
-2 1 3

Dann ist B = {by, by, b3} eine Basis.

(c) Wegen der Kontravarianz der Dualbasis hat es

B* = L:E*.
Wir berechnen die Inverse
Lo -1 [ -2 10]" 3 -1 3
Lgg=10 5 1 21—11—1:—%i—i
-2 1 3 5 —-1 5 5 _1 5
2 2 2
und erhalten somit
B Tel — 1e2 4 368
B = |—3et + 3e? — 18
B33 gsl—;ll€2+§€3

Hier ist {e', &2, &3} = £* die Dualbasis der Standardbasis von R?. Die obige
Gleichung bedeutet, dass

Ble-=13 -1 3
e =[-3 1 —1]
[8%]e- = [% _le %]
(b) Nach (c) berechnen wir
7 1 5) - 1 )
Vdoy— (L1 1o 3Y (pioy_ L1 Lo 93
BH(v'e;) <25 TRV ) (v'e;) 5V 7V Y

, 1 1 1 , 1 1
ﬁ2(1}]€j) = <—§€1 + 4—152 — Z€3> (Ujej) = ——’U1 + —U2 — —U3

B = (52



(d) Per Definition gilt es
[a]e = [1 0 q]
und
Me- =[0a—-11].

Den Koordinatenvektor [3?]¢« haben wir bei (¢) gefunden. Dann ist {«, 5%, v}
eine Basis von (R?)*, wenn und nur wenn

0 # det —%

Das heisst, wenn und nur wenn 0 # 1(14+a—1) —3a(a—1). Die Ungleichung
kann man schnell 16sen:

1 1 1 1 1
O;«éz(l+a—1)—§a(a—1) = O#Za—§a2+§a

= 0#a—2d"+2a < 0# (2a+3)a < (ayéommé—g).

Die Menge {«, 3%,~} ist dann eine Basis, wenn und nur wenn a € R\ {0, g :



