D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 7

BILINEARFORMEN

1. Sei Bil(V x V|R) := {alle Bilinearformen V' x V' — R}. Zeige, dass Bil(V x V|R)

ein Vektorraum ist.

Hinweis: Zeige, dass Bil(V x V|R) ein Untervektorraum vom Vektorraum aller
Abbildungen f:V x V — R ist.

Lésung: Wir wissen, dass die Menge Abb(V x V,R) aller Abbildungen V' xV — R
ein Vektorraum ist. Der Nullvektor ist die Nullabbildung 0, Vx € V xV, 0(z) := 0.
Die Addition und Scalarmultiplikation sind fiir alle f, g € Abb(V xV,R) und A € R
durch

Vx eV XV, (f +9)(x) = f(x) + g(x),
Vx eV XV, (A f)(x) = A- (f(x))

definiert.

Wir zeigen, dass Bil(V xV,R) C Abb(V xV,R) ein Untervektorraum ist, das heisst,
dass Bil(V x V,R) abgeschlossen beziiglich der oben definierten Operationen ist.
Es gentigt dann zu zeigen, dass f+ Ag € Bil(V x V,R) fiir alle f, g € Bil(V x V| R)
und )\ € R gilt!. Fiir alle u,v,w € V und u,v € R hat es

(f +Ag) (u, v+ vw) & f(u, po + vw) + Ag(u, jrv + vw)
= Nf(ua U) + yf(u,w) + )‘(:ug(ua U) + Vg(u7 ’LU))

(%)

- N(f(u7 U) + )‘g(u’ U)) + V(f(ua ’LU) + )‘g(u’ w))
2 u(f + Ag)(u,v) + v(f + Ag)(u,w)
und
(f +Xg)(pv + vw,u) = f(pv + vw,u) + Ag(pv + vw, u)

= pf (v, u) +vf(w,u) + Mpg(v, u) +vg(w,u) = ...
= p(f +A9) (v, u) + v(f + Ag)(w, w).
Oben haben wir bei (%) die Definition von f + Ag und bei (xx) die Bilinearitét

von f und g benutzt. Aus der obenen Gleichungen folgern wir, dass f + Ag eine
Bilinearform ist, was zu beweisen war.

INémlich bekommt man fiir A = 1 die Summe zwei beliebiger elementen von Bil(V x V,R) und fiir
f = 0 eine beliebige Skalarmultiplikation eines beliebigen Elementes von Bil(V x V| R).
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2. Gegeben ist einen n-dimensionalen Vektorraum V', eine Basis B von V und zwei
Linearformen 7, 6 € V* mit Koordinatenvektoren

s = [m n2 - .7n) und [0 = [6) 62 ...6,].

Sei B=n®0:V xV — R. Bestimme die Matrixdarstellung von B beziiglich B
und zeige, dass diese Matrix Rang < 1 hat.

Losung: Sei B = {by,...,b,} die gegebene Basis und B* = {#',... 3"} ihre
Dualbasis, mit 3°(b;) = 0%. Dann gilt es

n(b;) = ni3'(bj) = n:8% = n;
und
0(b;) = 0:5°(b;) = 0,6, = 0;.
Die Matrixdarstellung M = (B, ;)1<i j<n von B beziiglich B ist definiert durch

B;; = B(bz‘, bj) = (7] & 9)(52‘7 bj) = U(bz‘) ) e(bj) = 771‘91'7

das heisst
mby mbz ... mb,
M= 772:91 7]2:92 772.971 _ [77]%;* (0]
777;91 77n'92 . nnbn

Da alle Spalten von M proportional sind, erzeugen diese Spalten einen Vektorraum
von Dimension < 1. Also ist der Rang von M nicht grosser als 1. Wir beobachten,
dass der Rang genau gleich Null ist, wenn und nur wenn 7,0; = 0 fiir alle 1 <
1,7 < n gilt, d.h., wenn und nur wenn n = 0 oder ¢ = 0.

3. Gegeben ist der Vektorraum V' := R[z]<3 der reellen Polynomen vom Grad < 3,
seine Standardbasis £ und die Basis B = {1,2—1, (x—1)?, (x—1)}. Wir betrachten
die Abbildung:

B:VxV 2R
(f(x), 9(2)) / @+ 1)da

(a) Zeige, dass B eine bilineare Abbildung auf V' = R|x]<3 ist.
(b) Bestimme die Matrixdarstellung von B beziiglich der Basis &.
(c¢) Bestimme die Matrixdarstellung von B beziiglich der Basis B.
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(d) Berechne B((z — 1)3, 2% — 2z).
(e) Gibt es Linearformen 7,0 € V*, die die Gleichung B = n ® 0 erfiillen?

Losung:

(a) Wegen der Linearitéat der Differentiation und der Integration und der Abbil-
dung 7: V — V, die 7 : f(x) — f(x + 1) schickt, gelten fiir jede A\, Ay € R
und f1, fo, f, 91,92, 9 € Bil(V x V,R) die Gleichungen

0
B(>\1f1 + >\2f2,g> = / ()\1f1 + )\QfQ)/(.I)g(JI + 1)d$

-2

- / Ol + daf)(@)g(z + 1da

—2

:/1QJH@M$+U+AﬂH@ﬂ$+UMx:

- 0 0
0 [ fi@ge+ Vde e [ gl + o
2 -2
= MB(f1,9) + X2B(f2,9).

und

0
B(f, Ag1 + Aago) = (@) Aig1 + Aago)(z + 1)dx
2

= /_2 (@) (Agi(x + 1) + Aogo(z + 1))da

0 0
=\ [ fl@)gi(z+1)dx + )\2/ f(x)ga(z + 1)dz
—2

-2

= )\IB(f, 91) + )\2B(f7 g2)

(b) Wir mochten alle Werte B(xf, 2*) mit 0 < ¢,k < 3 berechnen. Durch die
Substitution z — z — 1 bekommt man

1

B(f(x), g(x)) = / T+ Ve = [ =gl

Ausserdem wissen wir, dass es fiir alle k € Z+

/1 i {xk—f—l }
Tr =
. k+ 1

! 1 (=11 (0  falls k ungerade ist
Tkl kel :

— falls k gerade ist

-1 k+1



gilt. Dann berechnen wir

B(1, %) :/00- (x4 1)fdr =0

-2

) 0 wenn k ungerade ist
B<x7$k):/ 1. okfde — & 2 ) fir k=0
-1 [%} _1—§ fur k =2

B(x2,xk)—/1 (d‘;(:g—n) kdx—2/ (z — Datda

_ /1 TR { —4]9%1 falls k£ gerade ist‘
1 7z [lalls k ungerade ist

B(z?,2%) = /1 (di(x —1) ) aFde = 3/_11(902 — 2z + 1)z"dx

=9 /1 (212 — 227 4 2F)da = { res + o falls b gerade ist

1 klfQ falls £ ungerade ist

und tragen die Resultate in die Matrixdarstellung A = (B(z", 27))o<i j<3) von
B beziiglich £ ein:

0 0 0 0
o 2 0 2 0
A=B@E"2)=| 4 4 % 4
0+1 142 2+1 3+2
6 6 12 6 6 12
w3 T o1 "1z 8 T3 T34z
0 0 0 0
2 0 2 0
=14 & 2 o4
3 3 5
16 12
8 -4 5 -3

(c) Sei C die Matrixdarstellung von B beziiglich B und L = Lps die Transfor-
mationsmatrix von £ nach B. Dann gilt es

C=L"AL.

Die Transformationsmatrix haben wir bei Serie 1, Aufgabe 3 berechnet:

1 -1 1 -1
0 1 -2 3

L=Lee= |y o 1 _3
0 0 0 1



Deshalb hat es

1 0 o0 offo 0o 0 O]t -1 1 -1
Tt -1 0 0|2 0 2 0[]0 1 -2 3
C=LAL=11 5 1 o] |- s -3 /100 1 -3
-1 3 -3 1][8 —4 ¥ -2]0 0 0 1
1 0 0 00O 0 o0 0 o 0 0 0
-1 1 o0 of|2 -2 § —4| |2 -2 & —4
1 -2 1 0|4 ¥ -8 ¢ -8 = -2 I
-1 3 -3 1] |8 —-12 ¥ -3 26 —34 %0 12
(d) Es hat
B((x —1)*,2” = 2z) = B((z — 1)*, (x — 1)* = 1)
5 256 126
= B((x = 1" (x = 1)) = B((e - )", 1) ¥ =2 26 = —.

Bei (%) haben wir die Werte von B aus der bei (c) gefundenen Matrix ausge-
zogen.

(e) Da die erste zwei Spalten von A linear unabhéngig sind, muss der Rang von A
grosser als 1 sein (tatséchlich, hat es Rang(A) = 3). Bei Aufgabe 2 wére der
Rang von A nicht grosser als 1, wenn B das Tensorprodukt zwei Linearformen
ware. Das impliziert, dass es keine Linearformen 7,0 € V* gibt, die B = n®#0
erfiillen.

4. Gegeben sind die zwei Basen von R?*2

== {o oo o) 03] 7}
s={lo -0 o [ 9]}

Sei weiter T : R**? x R?*? — R die Abbildung, die (A, B) — Spur(A” B) schickt.
Berechne die Matrixdarstellung von T beziiglich £ und die Matrixdarstellung von
T beziiglich B.

Losung: Wir bezeichnen

10 01 0 0 0 0
Enz{o 0},E12:[O O}’Eﬂ:{l 0},E22={0 1].

Wir bemerken, dass fiir jede i, j, k, ¢ € {1,2} die Gleichung

und

Ei;E;, = By



gilt und E;; Fy, = 0 wenn j # £. Ausserdem hat es EZ; = Fj;. Somit erhalten wir
T(Eij, Ekg) = Spur(EjiEkg) = Spur(deEjg) = (5i7kSpur(Ejg) = i’kgj,g.

Bei der letzten Gleichung haben wir bemerkt, dass die Spur von Ej;, nicht Null
ist, wenn und nur wenn der Eintrag (j, ¢) auf der Hauptdiagonal liegt. Also ist die
Matrixdarstellung von T' beziiglich € durch die 4 x 4 Einheitsmatrix gegeben.

Um die Matrixdarstellung von T' beziiglich B zu finden, berechnen wir die Trans-
formationsmatrix

12 0 1
00 —1 1
L=Lpe= g g 1 _3
2

10 0 1

Dann ist die Matrixdarstellung von 1" beziiglich B gegeben durch die Matrix

10 0 1120 1] [22 0 2
" e 20 0 offoo -1 1| f24 0 2
LrAdb=LL=14g 3 1 ofjoo 1 =2[T]oo 2 -3

11 -21ffto o0 1] |22 -3 %



