
D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Özlem Imamoglu

Musterlösung der Serie 8

Multilinearformen, innere Produkte

1. Sei ϕ : R3 × R3 × R3 das Spatprodukt auf R3 definiert durch

ϕ(u, v, w) = u · (v × w).

Zeige, dass ϕ(u, v, w) = det ([u v w]) gilt und dass ϕ eine Trilinearform ist.

Lösung : Wegen der Leibnizformel gilt für die Matrix definiert aus den Vektoren
u, v, w ∈ R3, dass

det [(u, v, w)] = u1v2w3 − u1v3w2 − u2v1w3 + u2v3w1 + u3v1w2 − u3v2w1

= u1(v2w3 − v3w2)− u2(v1w3 − v3w1) + u3(v1w2 − v2w1)

= u • (v × w).

Bei Lineare Algebra haben wir gesehen, dass das Determinante einer n×n Matrix

det(aij) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

a
σ(i)
i

multilinear auf den Spalten ist. Wenn man nämlich eine Spalte mit einem Skalar
λ multiplieziert, dann multipliziert man jedes Produkt

∏n
i=1 a

σ(i)
i mit λ und somit

das ganze Determinante mit λ. Falls eine Spalte die Summe von zwei Vektoren
ist, zum Beispiel, falls ai1 = bi1 + ci1, ist dann das Determinante der ursprünglichen
Matrix gleich der Summe der Determinanten der zwei Matrizen je mit einem der
addierten Vektoren anstatt der betroffenen Spalte:

det(aij) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

a
σ(i)
i =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)(bσ1 (1) + cσ1 (1))
n∏
i=2

a
σ(i)
i

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)bσ1 (1)
n∏
i=2

a
σ(i)
i +

∑
σ∈Sn

sgn(σ)cσ1 (1)
n∏
i=2

a
σ(i)
i

= det([b1a2 . . . an]) + det([c1a2 . . . an]).

2. Welche der folgende Bilinearformen sind innere Produkte?

(a) Die Bilinearform ϕ : R2 × R2 → R, die (v1, v2) 7→ det ([v1 v2]) schickt.
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(b) Die Bilinearform B : R[x]63 × R[x]63 → R definiert durch B(p(x), q(x)) =∫ 2

1
p′(x)q′(x)dx.

(c) Die Bilinearform C : R[x]63 × R[x]63 → R definiert durch C(p(x), q(x)) =∫ 2

1
p(x)q(x+ 1)dx.

(d) Die Bilinearform T : Rn×n × Rn×n → R, die durch T (A,B) = Spur(ATB)
definiert ist.

Lösung :

(a) Es sieht so aus, als ob ϕ nicht symmetrisch ist, weil für jede v1, v2 ∈ R2 die
Formel ϕ(v1, v2) = −ϕ(v2, v1) gilt. Das heisst eigentlich, dass ϕ antisym-
metrisch ist.

Als konkretes Gegenbeispiel für die Symmetrie von ϕ kann man die Stan-
dardbasisvektoren e1, e2 von R2 nehmen. Dann hat es

ϕ(e1, e2) = det

(
1 0
0 1

)
= 1 und ϕ(e2, e1) = det

(
0 1
1 0

)
= −1 6= 1.

Also ist ϕ kein inneres Produkt.

(b) Es hat B(1, 1) =
∫ 2

1
0 · 0dx = 0, obwohl 1 nicht das Nullpolynom ist. Das

bedeutet, dass B nicht definit ist und daher kein inneres Produkt ist.

(c) Die Formel für C sieht nicht symmetrisch aus. Deshalb suchen wir nach
einem Gegenbeispiel für die Symmetrie. Es hat

C(x, 1) =

∫ 2

1

xdx, C(1, x) =

∫ 2

1

1 · (x+ 1)dx = 1 +

∫ 2

1

xdx 6=
∫ 2

1

xdx,

was bedeutet, dass C nicht symmetrisch ist und daher kein inneres Produkt
ist.

(d) Für jede A,B ∈ Rn×n gilt es BTA = (ATB)T , so dass

T (B,A) = Spur(BTA) = Spur((ATB)T ) = Spur(ATB) = T (A,B),

was heisst, dass T symmetrisch ist. Um zu überprüfen, dass T positiv definit
ist, müssen wir T (A,A) für jede Matrix A berechnen. Wir betrachten die
Basis {Eij : 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n} von Rn×n, wobei Ei,j die Matrix mit 1 als
(i, j)-tem Eintrag und 0 bei allen anderen Einträgen ist. Die beide Einträge
einer Matrix A ∈ Rn×n sollte man oben schreiben, d.h. A = (aij), so dass es
A = aijEij gilt.

Bei der Serie 7, Aufgabe 4, haben wir bemerkt, dass die Formel

T (Eij, Ek`) = Spur(EjiEk`) = δi,kδj,`
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für n = 2 gilt. Die selbe Formel gilt auch für n > 2, was man auf dem selben
Weg überprüfen kann.

Daraus folgern wir, dass

T (A,A) = T (aijEij, a
k`Ek`) = aijak`T (Eij, Ek`) = aijak`δi,kδj,`

=
n∑
I=1

aIjaI`δk` =
n∑
I=1

n∑
J=1

(aIJ)2 > 0.

Dazu gilt es T (A,A) = 0, wenn und nur wenn aIJ = 0 für alle I, J ∈
{1, . . . , n}, d.h., wenn und nur wenn A = 0. Also ist T positiv definit und
folglich ein inneres Produkt.

3. Sei V = R[x]62 der Vektorraum der reellen Polynomen vom Grad 6 2. Gegeben
ist die Basis E = {1, x, x2} und die Abbildung g : V × V → R, die durch

g(p(x), q(x)) = p(−1)q(−1) + p(0)q(0) + p′(0)q(1) + p(1)q′(0)

definiert ist. Weiter ist die Basis B = {1, x− 1, (x− 1)2} von V gegeben und die
Linearform θ ∈ V ∗, die durch θ(r(x)) = r′(1) definiert ist.

(a) Zeige, dass g ein inneres Produkt auf V ist.

(b) Wende das Gram-Schmidt-Verfahren auf E bezüglich g an, um eine orthonor-
male Basis Ẽ bezüglich g zu finden.

(c) Bestimme zudem die Transformationsmatrizen LẼE von E nach Ẽ und LẼB
von B nach Ẽ .

(d) Finde die Komponenten von g bezüglich der Basis B∗ ⊗ B∗ von V ∗ ⊗ V ∗.
(e) Finde die Komponenten der Trilinearform g ⊗ θ auf V bezüglich der Basis
B∗ ⊗ B∗ ⊗ B∗.

Lösung :

(a) Seien e0 = 1, e1 = x und e2 = x2, so dass E = {e0, e1, e2} die Standardbasis
von V ist.

Es ist aus der Definition von g ersichtlich, dass für jede p(x), q(x) ∈ V die Gle-
ichung g(p(x), q(x)) = g(q(x), p(x)) gilt. Wir berechnen die Matrixdarstel-
lung von g bezüglich der Standardbasis E :

g(1, 1) = 1 + 1 + 0 + 0 = 2,

g(1, x) = g(x, 1) = −1 + 0 + 0 + 1 = 0,

g(1, x2) = g(x2, 1) = 1 + 0 + 0 + 0 = 1,

g(x, x) = 1 + 0 + 1 + 1 = 3,

g(x, x2) = g(x2, x) = −1 + 0 + 1 + 0 = 0,

g(x2, x2) = 1 + 0 + 0 + 0 = 1.
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Somit erhalten wir

M := [g]E∗⊗E∗ = [g(ei, ej)]06i,j61 =

2 0 1
0 3 0
1 0 1

 .
Sei p(x) = a0 + a1x+ a2x2 = aiei ein Polynom vom V . Wir berechnen

g(p(x), p(x)) = ([p(x)]B)TM [p(x)]B

= 2a0 · a0 + a0 · a2 + 3a1 · a1 + a2 · a0 + a2 · a2

= 2(a0)2 + 2a0a2 + 3(a1)2 + (a2)2

= (a0)2 + (a0 + a2)2 + 3(a1)2 > 0

Es ist auch klar, dass g(p(x), p(x)) = 0 gilt, wenn und nur wenn a0 = a0+a2 =
a1 = 0, d.h., wenn und nur wenn a0 = a1 = a2 = 0. Deshalb ist g positiv
definit und somit ein inneres Produkt.

Alternativ kann man beweisen, dass g positiv definit ist, indem man sicher-
stellt, dass [g]E∗⊗E∗ drei reelle positive Eigenwerte hat. Es gilt

det(M − λId3) = det

2− λ 0 1
0 3− λ 0
1 0 1− λ

 = (3− λ) det

[
2− λ 1

1 1− λ

]
= (3− λ)(2− λ− 2λ+ λ2 − 1) = (3− λ)(1− 3λ+ λ2),

was bedeutet, dass 3, 3+
√
5

2
und 3−

√
5

2
die Eigenwerte von M sind. Die sind ja

positiv.

(b) Sei Ẽ = {u0, u1, u2} die gewünschte Basis. Die Werte von g kann man mittels
der obigen Matrix M berechnen. Die Norm eines Vektors v ∈ V ist durch
||v|| :=

√
g(v, v) definiert. Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren an:

u0 =
e0
||e0||

=
1√
2

(Normalisierung von e0)

e⊥1 = e1 − g(e1, u0)u0 = x− 1√
2
g(x, 1)

1√
2

= x (Orthogonalisierung von e1)

u1 =
e⊥1
||e⊥1 ||

=
1√
3
x (Normalisierung von e⊥1 )

e⊥2 = e2 − g(e2, u1)u1 − g(e2, u0)u0 = x2 − 0− 1√
2
g(x2, 1)

1√
2

= x2 − 1

2
(Orthogonalisierung von e2).
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Die Norm von e⊥2 ist

||e⊥2 || =

√
g

(
−1

2
+ x2,−1

2
+ x2

)
=

√√√√√(−1
2

0 1
)
M

−1
2

0
1



=

√√√√√(0 0 1
2

)−1
2

0
1

 =

√
1

2
=

1√
2

und daher normalisieren wir e⊥2 zu

u2 =
e⊥2
||e⊥2 ||

=
√

2

(
−1

2
+ x2

)
=

(
−
√

2

2
+
√

2x2

)
.

Das Ergebnis des Gram-Schmidt-Verfahrens ist die orthonormale Basis Ẽ ={
1√
2
, 1√

3
x,−

√
2
2

+
√

2x2
}

=
{√

2
2
,
√
3
3
x,−

√
2
2

+
√

2x2
}

.

(c) Per Definition ist die Transformationsmatrix von E nach Ẽ

LẼE =


√
2
2

0 −
√
2
2

0
√
3
3

0

0 0
√

2

 .
Wir betrachten den Vektorraum V mit den drei Basen Ẽ , E und B und die
Identität V → V wie folgt:

V
id−→V id−→ V

Ẽ E B

Dann gilt es

LẼB = Mat(id, Ẽ ,B) = Mat(id, E ,B)Mat(id, Ẽ , E) = LEB · LẼE .

Um LEB zu bestimmen, bemerken wir, dass die Gleichungen

1 = 1, x = (x− 1) + 1, x2 = (x− 1)2 + 2(x− 1) + 1 (1)

gelten, was bedeutet, dass die Transformationsmatrix von B nach E durch

LEB =

1 1 1
0 1 2
0 0 1
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gegeben ist. Also ist die Transformationsmatrix von B nach Ẽ

LẼB = LEB · LẼE =

1 1 1
0 1 2
0 0 1



√
2
2

0 −
√
2
2

0
√
3
3

0

0 0
√

2

 =


√
2
2

√
3
3

√
2
2

0
√
3
3

2
√

2

0 0
√

2

 .
(d) Es hat [g]Ẽ∗⊗Ẽ∗ = Id3, weil Ẽ eine orthonormale Basis ist. Sei L := LBẼ die

Transformationsmatrix von Ẽ nach B. Es gilt

[g]B∗⊗B∗ = LT [g]B∗⊗B∗L = LTL.

Wir berechnen L als die Inverse der bei (c) gefundenen Matrix LẼB:
√
2
2

√
3
3

√
2
2

0
√
3
3

2
√

2

0 0
√

2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 →

√
2
2

0 −3
√
2

2

0
√
3
3

0

0 0
√

2

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
0 1 −2
0 0 1



→


√
2
2

0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 3

√
2

2
· 1√

2

0
√

3 −2
√

3
0 0 1√

2

 →

√
2
2

0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
√

2 −
√

2 3
√
2

2

0
√

3 −2
√

3
0 0 1√

2


Somit erhalten wir

[g]B∗⊗B∗ = LTL =


√

2 0 0

−
√

2
√

3 0
3
√
2

2
−2
√

3 1√
2


√2 −

√
2 3

√
2

2

0
√

3 −2
√

3
0 0 1√

2

 =

 2 −2 3
−2 5 −9
3 −9 17

 .
Alternativ kann man direkt die Matrixdarstellung von g bezüglich B bestim-
men, indem man g((x− 1)i, (x− 1)j) für alle i, j ∈ {0, 1, 2} berechnet.

Es wäre natürlich auch möglich, die folgende Strategie zu verfolgen:

[g]B∗⊗B∗ = LTBE [g]E∗⊗E∗LBE =

 1 0 0
−1 1 0
1 −2 1

2 0 1
0 3 0
1 0 1

1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

 .
(e) Es hat

θ(1) = 0, θ(x− 1) = 1, und θ((x− 1)2) = 2(1− 1) = 0.

Kurz kann man θ(bi) = δ1i schreiben, wobei B = {b0, b1, b2}, d.h., bi = (x−1)i.

Wir verwenden die Notation T := g ⊗ θ und betrachten die Dualbasis B∗ =
{β0, β1, β2} von B = {b0, b1, b2}. Dann hat es

T = Tijk(β
i ⊗ βj ⊗ βk),
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mit Tijk := T (bi, bj, bk). Explizit,

Tijk = T (bi, bj, bk) = (g ⊗ θ)(bi, bj, bk) = g(bi, bj) · θ(bk) = g(bi, bj)δ
1
k.

Also gelten für jede i, j ∈ {0, 1, 2} die Formeln

Tij0 = Tij2 = 0 und

Tij1 = g(bi, bj),

wobei g(bi, bj) der (i, j)-te Eintrag der bei (d) gefundenen Matrix [g]B∗⊗B∗
ist. So haben wir alle Komponenten von T bezüglich der Basis B∗⊗B∗⊗B∗
bestimmt.
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