D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 8

MULTILINEARFORMEN, INNERE PRODUKTE

1. Sei p: R3 x R? x R? das Spatprodukt auf R? definiert durch

o(u,v,w) =u- (v X w).

Zeige, dass o(u,v,w) = det ([u v w]) gilt und dass ¢ eine Trilinearform ist.

Losung: Wegen der Leibnizformel gilt fiir die Matrix definiert aus den Vektoren
u,v,w € R, dass

det [(u, v, w)] = u'v*w® — u'v*w? — v*v'w? + vPPw! + uPolw? — uPvPe!

= u!(V*w? — v*w?) — v (0w — vPwt) + P (vlw? — v?w?)

=ue(vXw).

Bei Lineare Algebra haben wir gesehen, dass das Determinante einer n x n Matrix

det(a Z sgn(o H 4

oc€ESnh i=1

multilinear auf den Spalten ist. Wenn man namlich eine Spalte mit einem Skalar
A multiplieziert, dann multipliziert man jedes Produkt [ ], af(z) mit A und somit
das ganze Determinante mit A. Falls eine Spalte die Summe von zwei Vektoren
ist, zum Beispiel, falls a! = b% + ¢, ist dann das Determinante der urspriinglichen
Matrix gleich der Summe der Determinanten der zwei Matrizen je mit einem der
addierten Vektoren anstatt der betroffenen Spalte:

det(a Z sgn(o H Z sgn(o )+ 5 (1 H

oESy i=1 o€Sn 1=2
= Z sgn(o)b{ (1) Ha + Z sgn(o H a?®
o€Sp 1=2 0ESh =2

=det([braz . .. a,)) + det([cras . . . ay)).

2. Welche der folgende Bilinearformen sind innere Produkte?

(a) Die Bilinearform ¢ : R? x R? — R, die (v, vy) — det ([v; v2]) schickt.



(b)
(c)
(d)

Die Bilinearform B : R[z|<3 x R[z]<3 — R definiert durch B(p(z),q(z)) =
Sy v (@)g (x)da.

Die Bilinearform C' : R[z|<3 x R[z]<3 — R definiert durch C(p(z),q(x)) =
f12 p(z)g(z + 1)dx.

Die Bilinearform 7' : R™" x R™*" — R, die durch T'(4, B) = Spur(ATB)
definiert ist.

Losung:

(a)

(b)
(c)

Es sieht so aus, als ob ¢ nicht symmetrisch ist, weil fiir jede vy, v, € R? die
Formel ¢(vi,v9) = —p(ve,v1) gilt. Das heisst eigentlich, dass ¢ antisym-
metrisch ist.

Als konkretes Gegenbeispiel fiir die Symmetrie von ¢ kann man die Stan-
dardbasisvektoren e;, e; von R? nehmen. Dann hat es

1 0 0 1
(e, ex) = det (0 1) =1 und p(ez, e;) = det <1 O) =—1#1.

Also ist ¢ kein inneres Produkt.

Es hat B(1,1) = f120 - 0dx = 0, obwohl 1 nicht das Nullpolynom ist. Das
bedeutet, dass B nicht definit ist und daher kein inneres Produkt ist.

Die Formel fiir C' sieht nicht symmetrisch aus. Deshalb suchen wir nach
einem Gegenbeispiel fiir die Symmetrie. Es hat

2 2 2 2
C(z,1) = / xzdz, C(l,z) = / 1-(x+1)dr = 1+/ xdx # / xd,
1 1 1 1

was bedeutet, dass C' nicht symmetrisch ist und daher kein inneres Produkt
ist.

Fiir jede A, B € R™" gilt es BT A = (ATB)T, so dass
T (B, A) = Spur(BT A) = Spur((A" B)") = Spur(A” B) = T(A, B),

was heisst, dass T' symmetrisch ist. Um zu tiberpriifen, dass T" positiv definit
ist, miissen wir T'(A, A) fiir jede Matrix A berechnen. Wir betrachten die
Basis {E;; : 1 <i<n, 1 <j<n}von R wobei E; ; die Matrix mit 1 als
(i, 7)-tem Eintrag und 0 bei allen anderen Eintrdgen ist. Die beide Eintrage
einer Matrix A € R™ " sollte man oben schreiben, d.h. A = (a”), so dass es
A = aYEy; gilt.

Bei der Serie 7, Aufgabe 4, haben wir bemerkt, dass die Formel

T(Eij, Ekg) = Spur(EjiEkg) = 6i,k5j,€



fiir n = 2 gilt. Die selbe Formel gilt auch fiir n > 2, was man auf dem selben
Weg iiberpriifen kann.

Daraus folgern wir, dass

T(A, A) = T(CLZ]E CLMEM) = CLUCLMT<E1“ Ekg) = aijakeéi,kéj,g
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Dazu gilt es T(A,A) = 0, wenn und nur wenn a!/ = 0 fiir alle I,J €
{1,...,n}, d.h., wenn und nur wenn A = 0. Also ist T" positiv definit und
folglich ein inneres Produkt.

3. Sei V = Rx]<y der Vektorraum der reellen Polynomen vom Grad < 2. Gegeben
ist die Basis £ = {1, 2, 2%} und die Abbildung g : V x V — R, die durch

9(p(z), q(z)) = p(=1)q(—=1) + p(0)q(0) + p'(0)q(1) + p(1)¢'(0)

definiert ist. Weiter ist die Basis B = {1,z — 1, (x — 1)?} von V gegeben und die
Linearform 6 € V*, die durch 6(r(z)) = (1) definiert ist.

(a) Zeige, dass g ein inneres Produkt auf V ist.

(b) Wende das Gram-Schmidt-Verfahren auf £ beziiglich g an, um eine orthonor-
male Basis £ bezliglich g zu finden.

(c) Bestimme zu~dem die Transformationsmatrizen Lge von &£ nach £ und Lgg
von B nach €&.

(d) Finde die Komponenten von g beziiglich der Basis B* ® B* von V* @ V*.

(e) Finde die Komponenten der Trilinearform g ® 6 auf V' beziiglich der Basis
B* ® B* ® B*.

Losung:

(a) Seien ey = 1, e; = z und ey = 2%, so dass € = {eg, €1, €2} die Standardbasis
von V ist.
Es ist aus der Definition von g ersichtlich, dass fiir jede p(x), ¢(x) € V die Gle-
ichung g(p(x),q(z)) = g(q(x),p(x)) gilt. Wir berechnen die Matrixdarstel-
lung von g bezitiglich der Standardbasis &:

g1, 1) =14+14+0+0=2,

g(l,z) =g(x,1) ==14+0+0+1=0,
g(1,2*) =g(z*, 1) =14+04+0+0=1,
g(z,2) =14+0+1+1=3,

g(x,2%) = g(z*,2) = —-1+0+1+0=0,
g(2*,2*) =14+04+0+0=1.



Somit erhalten wir

Sei p(z) = a® + a'z + a*x? = da'e; ein Polynom vom V. Wir berechnen

9(p(x), p(x)) = ([p(x)]s)" Mp(x)]s
=2a"-a’+a’ a?+3a' - at +a® a® +a?- a?
= 2(a%)? + 2a°a* + 3(a')* + (a*)?
= (@°)? + (" +a*)* +3(a")* >0

Es ist auch klar, dass g(p(x), p(x)) = 0 gilt, wenn und nur wenn a° = a°+a? =
a' = 0, d.h., wenn und nur wenn a® = a' = a®> = 0. Deshalb ist ¢ positiv

definit und somit ein inneres Produkt.

Alternativ kann man beweisen, dass g positiv definit ist, indem man sicher-

stellt, dass [g|e«ge+ drei reelle positive Eigenwerte hat. Es gilt

2—X 0 1 9\ 1
det(M — Ald3) =det | 0 3—X 0 :(S—A)det{ 1 Y
1 0 1—A
=(B=N2-A=22+ A —1)=(3-=N)(1-3)\+)?),
was bedeutet, dass 3, %g und %5 die Eigenwerte von M sind. Die sind ja

positiv.

(b) Sei € = {ug, u1,uy} die gewiinschte Basis. Die Werte von g kann man mittels

der obigen Matrix M berechnen. Die Norm eines Vektors v € V ist durch

[|[v]| :== +/g(v,v) definiert. Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren an:

. €o o 1
leoll V2

ef =€ — 9(61#0)“0 =T —

U (Normalisierung von eg)

1
(x,1)—= = z (Orthogonalisierung von e;)

V2R

1 .
= — r (Normalisierung von e7")

el VB
J_ 1

ey = e — gleg, up)uy — g(ea, ug)up = 2° — 0 — Eg(aﬂ, 1)

Sl

1
=2 — 5 (Orthogonalisierung von e3).



Die Norm von e; ist

1
1 1 T2
|Ieé|!=\/g (—§+x2,—§+m2)= (-3 0 )M

i)

und daher normalisieren wir e3 zu

w= = va (L) - <_§+\/§)

llez || 2

Das Ergebnis des Gram-Schmidt-Verfahrens ist die orthonormale Basis £ =
{\/Li’ \/Lgx, —‘/7§ + \/§x2} = {*/75, */?gx, —‘/7§ + \/5902}

(¢) Per Definition ist die Transformationsmatrix von € nach &

vz V2
2 2
Leg= |0 % 0
0 0 2

Wir betrachten den Vektorraum V mit den drei Basen &, € und B und die
Identitat V — V wie folgt:

Dann gilt es
Lz = Mat(id, £, B) = Mat(id, £, B)Mat(id, £, £) = Lep - Lz
Um Lgp zu bestimmen, bemerken wir, dass die Gleichungen
=L, o=@-1)+1, 2°=(x-1)*+2x—-1)+1 (1)

gelten, was bedeutet, dass die Transformationsmatrix von B nach £ durch

1 11
Leg=10 1 2
0 01



gegeben ist. Also ist die Transformationsmatrix von B nach €
11 1112 o - V2 V3 V2
2 2 2 3 2
LSB:LgB'LSg: 01 2 0 ?3 0 =10 \/?5 2\/5 .
000 1j]lo o V2 0 0 V2

(d) Es hat [g]z.gz = Id3, weil £ eine orthonormale Basis ist. Sei L := L,z die
Transformationsmatrix von € nach B. Es gilt

[9]B-eB- = LT[Q]B@B*L =L"TL.

Wir berechnen L als die Inverse der bei (c¢) gefundenen Matrix Lzy:

(2 5 2y g 2o -B2Z|1 1
0 ¥ 2y2(0 10 =0 ¥ o0 [0 1 =2
0 0 210 01 0 0 210 0 1
2o 0l -1 HE gl [0 olv2 V2 2P
=10 100 V3 23| =10 10[0 +3 —2V3
1 1
|0 0 1/0 0 v 0 0 1/0 0 v

Somit erhalten wir

V20 0 [v2 —v2 32 2 -2 3
Glpres =LTL={-vV2 V3 0|0 3 —2v3|=|-2 5 -9
82 23 LIlo 0 & 3 -9 17

Alternativ kann man direkt die Matrixdarstellung von g beziiglich B bestim-
men, indem man g((z — 1), (z — 1)7) fiir alle 4, j € {0,1,2} berechnet.
Es ware natiirlich auch méglich, die folgende Strategie zu verfolgen:

1 0 o0]20 171[1 =1 1
[9)g-en = Lielgle-we-Lue = |—1 1 0| |0 3 ol [0 1 -2
1 —2 1|10 1]]lo o 1

(e) Es hat
0(1) =0, (x—1) =1, und O((z —1)*) =2(1 — 1) = 0.

Kurz kann man 6(b;) = 6; schreiben, wobei B = {bg, by, ba}, d.h., b; = (z—1)".
Wir verwenden die Notation 7' := ¢ ® ¢ und betrachten die Dualbasis B* =
{B°, B, 3%} von B = {bg, by, by}. Dann hat es

T =Ty(B' @B @ ph),



Tiji = T(bi, by, bi) = (9 © 0) (b, bj, bx) = g(bi, by) - 0(br) = g(bi, b;) 0.
Also gelten fiir jede 7,5 € {0, 1,2} die Formeln

Tijo = Tijo = 0 und
Tij1 = g(bs; by),
wobei g(b;,b;) der (7,j)-te Eintrag der bei (d) gefundenen Matrix [g]g+gp-

ist. So haben wir alle Komponenten von 7" beziiglich der Basis B* @ B* @ B*
bestimmt.



