D-MATH Multilineare Algebra FS19
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Musterlosung der Serie 9

INNERE PRODUKTE, REZIPROKE BASEN

1. Sei V' ein Vektorraum von der Dimension n. Gegeben sind zwei Basen B =
{b1,...,b,} und B = {by,...,b,} von V und ein inneres Produkt g auf V', fur
welches die Basis B orthonormal ist.

(a) Zeige, dass die Transformationsmatrix L = Lz = (L) gegeben ist durch

(b) Nehmen wir an, dass die Basis B auch orthonormal beziiglich ¢ ist. Zeige,
dass die Gleichungen L”L = Id = LL” gelten. Das bedeutet, dass L eine
orthogonale Matrix ist. [Hinweis: Es hat 0, ; = g(b;, b;). Schreib den zweiten

Vektor als Linearkombination von by, ..., b,.|

Losung:

(a) Erster Lisungsweg: Wir benutzen die Basiswechselformel l;j = L?bk und
berechnen

J

Zweiter Losungsweg: Per Definition gilt es
L= ([b1]5...[bn)s]

Fir alle 4,5 € {1,...,n} ist dann Lj» die i-te Koordinate von I~)j beziiglich
der Basis B. In der Vorlesung haben wir gesehen, dass diese Nummer gleich
g(b], bz) ISt
(b) Da B auch orthonormal ist, gilt es
01 = g(bj, bi).
Wir verwenden die Basiswechselformel auf der zweite Komponente:

8;j = g(bj, bi) = g(bj, L¥by,) = LEg(b;, by).

Wir méchten jetzt den Term g(b;, by,) durch L% nach Teil (a) substituieren. Da
der summierte Index £ danach zweimal oben erscheinen wiirden, sollten wir
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die Summe ohne Einsteinsche Summenkonvention schreiben. Somit erhalten
wir

n

0ig =Y Lifg(bj,bx) = ) LELY = (L'L);.
K=1

K=1

Daraus folgern wir, dass LTL = Id gilt. Das ist die erste gewiinschte Gle-
ichung. Wenn man die beide Seiten der letzten Gleichung invertiert, bekommt
man dann

(L'L)y"'=1d7",
was aquivalent ist zu
LY(L") ' =1d.

Indem man beide Seite von links mit L und von rechts mit L? multipliziert,
erhalt man die zweite gewilinschte Gleichung

Id=LL".

2. Sei V = R[z]>3 der Vektorraum der reellen Polynomen vom Grad < 3. Gegeben
sind die Basen

E={l,x,2%,2°}, B={l, 2 —1,(x —1)* (x — 1)*}, F={a% 2% 2,1}
und das innere Produkt g auf V' fiir welches die Basis B orthonormal ist.

(a) Finde die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich der Basis &.

(b) Wende das Gram-Schmidt Verfahren auf der Basis F an, um eine (weitere)
orthonormale Basis C beziiglich g und finden.

(¢) Bestimme die Trasformationsmatrix L = L¢g von B nach C. Uberpriife, dass
L orthogonal ist. [Hinweis: Du kannst die folgende Tatsache verwenden,
ohne sie zu beweisen: FKine Matrix ist orthogonal, wenn und nur wenn ihre
Spalten beziiglich des Standardprodukts eine orthonormale Basis bilden.]

Losung:

(a) Die Transformationsmatrix von B nach £ haben wir schon bei Serie 1, Auf-
gabe 3 gefunden, obwohl die Basen wurden dort anders genannt. Es ist

Leg =

oo O+
OO
O = N
_ o W



Dann ist die Matrixdarstellung von g beziiglich der Basis £ gegeben durch
[9le-wer = Lig - [9ls-one - Les = Lig - 1d - Les

B
1 0 00 1 111 11 1 1
(1100 0123 |12 3 4
{1210 0013 |13 6 10
1 3 31 0001 1 4 10 20

(b) Wir schreiben f; = 2*77, so dass F = {fo, f1, fa, f3}. Sei C = {co, 1,2, ¢3}
die gewlinschte orthonormale Basis. Wir berechnen mittels der bei (a) gefun-
denen Matrix [g]e«ges:

1foll = V/g(z%,2%) = V20 = 2V/5
o o _ 2
TR 2vE

(Normalisierung von fo)

3 3 3
T 9 x

1
L= g2 (xQ,I—) —— = 2% —10= = 2* — =2® (Orthog. von

1 2 3 2 a 2 2 1 2 .3 1 3 .3
1M1= [ (@2 = Fa = 5 ) = Jala®,0?) = 2- Sgla? o) + Jg(a®, o)

—V6-10+5=1
_i_ 12 L L
o= =fi = z® (Norm. von f;)
T 2

1 1 a3 x3
1 2 3 2 3
=r—g|lx,2°—-x =z’ | —gl|lz,—=
& g( 2 >< 2 ) g( 2\/5>2\/5
1 1 1 1 1
=z —(3—-4) (2?22 )| - = 4P =2 —2* + -2° — -2
2 2 20 2 5

3
=z -2+ Ex?’ (Orthog. von f5)

3 3
1 fs ] = \/g (:B—x2+ Toxz,x_gguﬁzg)

11 1 1 0 0
12 3 4 1 1
14 10 20 |2 6
_\F_ 1
5 V5
n 3vb
e T gt = e - A+ 258 (Nomm. von £2)
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S ) )]
=1- (x/_—\/5+&5> (\/5x—\/5x2+

fi=1-yg (1,\/5x— V5% + %x?) (\/Ex— \/5x2+ﬂx3> +

10 10 2 4720
3 , 1 |
=1—§a:+x — 17 (Orthog. von f3)
3 1 3 1
||f3L||:\/g(l_ix—la—Z$3,1—§$—$2—Z$3)
11 1 1 1
12 3 4] |-=3
_ 3 1 5
= (B2 1= 5 6 w0 |
\ 1 410 20| |1
1
-3 1 1
1
= [z 00 0| 2= 153
\ 1
4

3 1 1
c3 =2 <1 — 5% + % - ZI3> =23z +22% - 5953 (Norm. von f3").

Wir haben die folgende orthonormale Basis von V' beziiglich g gefunden:

25’ 10 2

(c) Es hat C = BL¢p, was heisst, dass es CLeg = BLeg Ly gilt,wobei B (bzw.,
C) bezeichnet hier eigentlich Lpe (bzw., Leg).

—{x—g ——f:c—f + \/_a: ,2 — 3 +2x—1x3}

1 1 3/5 1

111110 0 0 2 5 2z 10 2

01230 0 V65 -3 v s

L=Les=14 ¢ 1 3 0 1 V5 2|7 |3 1 45 1
11 36 1 25

R N A e e T



Wir bemerken, dass das Skalarprodukt je zwei unterschiedlicher Spalten gle-
ich Null ist, und dass jede Spalte Norm 1 beziiglich des Standardprodukt hat.
Weiter ist die obige Matrix invertierbar, da sie eine Transformationsmatrix
zwischen zwei Basen ist. Deshalb bilden die Spalten von L eine orthonormale
Basis und ist L eine orthogonale Matrix.

3. Gegeben sind die drei Vektoren

1 0 1
bl = |2 5 bQ = 0 s bg = 0
1 —1 —1

(a) Zeige, dass B = {by, bs, b3} eine Basis von R? ist. Sei g das innere Produkt,

beziiglich dessen B orthonormal ist.

(b) Bestimme die Matrixdarstellung von g beziiglich der Standardbasis £ von R3.

d

(e) Gibt es eine Basis C? = {cy, o, c3} von R?, dessen reziproke Basis beziiglich
g durch C = {cs, 2,1} gegeben ist?

)

(c) Bestimme die reziproke Basis BY von B beziiglich g.

(d) Bestimme die reziproke Basis £9 der Standardbasis £ beziiglich g.
)

Losung:
(a) Es hat
1 0 1
det[b1 bg bg] =det |2 0 0 = -2 7é 0.
1 -1 —1

Dann sind die drei Vektoren by, b, und b3 linear unabhéngig. Aber dim R? = 3,
so dass B eine Basis von R? sein muss.

(b) Wir berechnen die Transformationsmatrix

1

1o 1] ([0 1 0 0 5 0
Les=Lgs=12 0 0 =5 |2 2 2|=|-1 1 -l
1 -1 -1 2 -1 0 1 —% 0
Dann ist die Matrixdarstellung von g beziiglich £ gegeben durch
0 -1 1 0 3 0
T 1 1
[ge-wer = LEg [glpep Les= |3 1 —3|-1d-|-1 1 -1
0 -1 0 1 -5 0
3
%
==z 2z 1
1 -1 1



(c)

(d)

Da die Basis B orthonormal beziiglich g ist, gilt es per Definition BY =
B. Man sollte aber besser die Vektoren von BY mit einem obigen Index
bezeichnet. Also sagen wir, dass BY = {b',0?,b%}, wo b/ := b;.

Sei £9 := {e!, €2, €3} die gewiinschte Basis. Die Komponenten von e schreiben
wir auf einer Reihe. Dann gilt es fiir jede ¢, € {1, 2, 3}

0ij = 9(@ia ej) = [ei]8[9]5*®5* [ej]s'

Also hat es
el [2 -2 1 el [2 -2 1
ld=[e’le| -5 5 —1][lede [eale [es]e] = |[*le] | -3 5 —1
e [ 1T =1 1 e |1 =1 1
was heisst, dass
] [2 -3 1"1()
| = |-3 3 -—1| = (Lesles) " = Lpelpe
[€3]e 1 -1 1
1 0 1 1 2 1 2 20
=12 0 0 00 -1 =12 4 2
1 -1 -1 [1 0 -1] |02 3
2 -3 1
Bei (*) haben wir bemerkt, dass die Matrix [—3 2 —1]| schon das Pro-
1 -1 1

dukt der Inversen von zwei einfachen Matrizen ist. Selbstverstandlich kann
man sonst die Inverse direkt berechnen.

Also ist die reziproke Basis von £ beziiglich g durch

21 21 T[o
g =1 12,14, |2
ol |2] |3

Nehmen wir an, dass C9 = {c!, ¢?, 3} die reziproke Basis von C = {ci, ¢o, c3}
ist, wobei ¢! = ¢3, ¢ = ¢y und ¢* = ¢;. Dann muss 0 = g(c', c3) = g(c3,¢3)
und daher ¢ = 0 gelten, da g ein inneres Produkt auf R? ist. Das widerspricht
es aber, dass C eine Basis ist. Darum existiert keine solche Basis C.



