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Serie 10

Repetition

1. Sei V = R[x]63 der Vektorraum der reellen Polynomen vom Grad 6 3. Gegeben
sind die Basen

B = {1, x− 1, (x− 1)2, (x− 1)3}, B̃ = {1, 1 + x, 1− x+ x2, 1− x+ x2 − x3}

und die lineare Abbildung ϕ : V → V mit Matrixdarstellung

A = Mat(ϕ,B, B̃) =


4 4 −2 0
−3 −3 1 0
3 2 0 −2
0 0 0 −1


(a) Berechne ϕ(2− 3x+ 4x2 − x3).
(b) Finde die Transformationsmatrix LB̃B von B nach B̃.
(c) Finde die Eigenwerte von ϕ. Ist ϕ diagonalisierbar? [Hinweis : Um das

charakteristische Polynom von ϕ zu berechnen, braucht man die Matrix-
darstellung von B bezüglich der selben Basis an beiden Seiten.]

2. Gegeben ist der Vektorraum V = R[x]62 der reellen Polynomen vom Grad 6 2,
die drei Linearformen auf V

β0(f(x)) = f(0), β1(f(x)) = f ′(1), β2(f(x)) = f ′′(2).

und die Bilinearform auf V

ϕ(f(x), g(x)) =

∫ 1

−1
f(x)g(x)dx

(a) Zeige, dass C = {β0, β1, β2} eine Basis des Dualvektorraumes V ∗ von V ist.

(b) Finde eine Basis B von V , dessen Dualbasis gleich C ist, d.h., B∗ = C.
(c) Finde die Komponenten von ϕ bezüglich der Basis C ⊗ C von V ∗ ⊗ V ∗.

3. Sei a ∈ R. Gegeben sind die 2× 2 Matrizen

M1 =

[
a 0
0 −1

]
, M2 =

[
1 0

a− 1 0

]
, M3 =

[
a− 2 0
0 0

]
, M4 =

[
1− a 1
0 −1

]
.
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(a) Zeige, dass die vier obigen Matrizen eine Basis B = {M1,M2,M3,M4} von
R2×2 bilden, wenn und nur wenn a 6∈ {1, 2}.

(b) Nehmen wir an, dass a = 0. Sei g das innere Produkt, für welches B orthonor-
mal ist. Bestimme die Matrixdarstellung [g]E∗⊗E∗ bezüglich der Standardbasis

E =

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
von R2×2.

4. Gegeben sind die Vektoren

b1 :=

[
1
2

]
und b2 :=

[
−2
1

]
von R2 und die Basis B = {b1, b2} von R2.

(a) Berechne die Dualbasis B∗ = {β1, β2} bezüglich der Standardbasis E∗.
(b) Bestimme die reziproke Basis Bg von B bezüglich des Standardskalarprodukts

g : R2 × R2 → R.

Abgabetermin: 14.05.2019.
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