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Eigenwerte, Linearformen

1. Sei V = R2×2 der Vektorraum der reellen Matrizen, siehe Aufgabe 2 aus der Serie
3. Seien ϕ und ϕ̃ die lineare Transformationen V → V , die definiert sind durch

ϕ(A) = A− AT , ϕ̃(A) = A ·
[
1 0
0 0

]
−
[
−1 0
0 1

]
A.

(a) Finde Eigenwerte und Eigenvektoren von ϕ.

(b) Ist ϕ diagonalisierbar? Wenn ja, bestimme eine Eigenbasis Eϕ und die Ma-
trixdarstellung von ϕ bezüglich Eϕ.

(c) Finde die Eigenwerte von ϕ̃. Ist ϕ̃ diagonalisierbar?

2. Sei V = R[x]63 der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad 6 3. Sei
{e0, . . . , e3} die Standardbasis von V , wobei ei := xi. Gegeben sind die folgen-
den Linearformen V → R:

θ0(f(x)) := f(0), θ1(f(x)) := f ′(0),

θ2(f(x)) := f ′′(0), θ3(f(x)) := f ′′′(0).

Weiter sei a ∈ R und α : V → R die Linearform definiert durch α(f(x)) := f(a).

(a) Zeige, dass das folgende für I, J ∈ {0, 1, 2, 3} gilt:

θI(eJ) =

{
I! wenn I = J
0 sonst.

(b) Berechne die Ausdrücke θi(ej) · θj(ei) und θi(ei) · θj(ej).
(c) Zeige, dass die Linearformen θ0, . . . , θ3 ∈ V ∗ eine Basis von V ∗ bilden.

(d) Finde α0, . . . , α3 ∈ R, die α = αiθ
i entfüllen, d.h., die Komponenten von α

bezüglich der Basis {θ0, . . . , θ3} von V ∗.

3. Gegeben ist eine Nummer a ∈ R und die Vektoren

v1 =

1
2
0

 , v2 =

0
1
a

 , v3 =

 1
1− a

0

 .
1



(a) Zeige, dass B = {v1, v2, v3} eine Basis von R3 bilden, wenn und nur wenn
a 6∈ {−1, 0}.

(b) Nehmen wir an, dass a ∈ Rr {−1, 0}. Sei ψ : R3 → R3 die lineare Transfor-
mation, die v1 7→ v2 bzw. v2 7→ v1 bzw. v3 7→ e1 + (a+ 2)e2 + e3 schickt. Für
welche Werte von a ist ψ diagonalisierbar?
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