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Wichtige Hinweise

e Zweistiindige Priifung.
e Erlaubte Hilfsmittel: 20 A4-Seiten eigene Notizen. Taschenrechner sind NICHT erlaubt.

e Begriinde jeweils deine Aussagen. Nicht motivierte Losungen werden nicht akzeptiert!

1. a) Inder Standardbasis gilt:

N
(F(x))F = Z Ak g™ = AF 2™ wobei AF = cos <(k: —1)(m — 1)N7T_ 1)
m=1

Das heisst (in der Standardbasis):
F(x) = Ax, wobei A die Matrix mit Eintriigen A" ist

D.h. F ist eine lineare Abbildung (sie ist durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation gegeben)
und A ist gerade deren Darstellungsmatrix beziiglich der Standardbasis. Fiir N = 3 gilt:

cos(0-0-m/2) cos(0-1-7/2) cos(0-2-7/2) 11 1
A=1cos(1-0-7/2) cos(1-1-7/2) cos(1-2-7/2)| =1 0O -1
cos(2-0-m/2) cos(2-1-7/2) cos(2-2-7/2) 1 -1 1
2
F ist invertierbar, da z.B. 0 kein Eigenwert ist (siche unten). Es gilt: F(v) = Av = | 0 | = 2v.
2
D.h. v ist ein Eigenvektor von F.
b)
1 1 1
L=1]1 0 -1|=A4
1 -1 1



Es gilt:

At At TbAga _ At Tbra _ SiTb _ 10 __ Al
Al = NoLPAY = NLOLE = GiLb = L) = A

v=Av=

=

Da F eine lineare Abbildung ist handelt es sich um einen (1, 1)-Tensor, wie man auch aus der
Transformationseigenschaft ablesen kann.

¢) Siehe oben.
d) Wir wissen aus ) bereits, dass 2 ein Eigenwert ist. Allgemein gilt:
det(A—Xid) = = A3+ 202 20 —4=—-(A=2)(A\? = 2) = —(A = 2)(A = V2)(A + V2)

Also )\1 = 2, )\2/3 = :l:\/§

a)
(1) Gi=> MIGE  x (2) LyH, =LiH" v
kl=1
(3) Gy =LiLiGS X (4) Hf =Y LiL{H;  x
e, f=1
(5) Gi=)>_ LiLlar 6) G = L6"5, LG/
k=1
b)
(BTA), = Bl AL5,0™
tr(B) = Bid}
glx,y) = A’y
(F(x))" = Bja?
g(F(x),2) = Ag(F(x))izk = AikB;xjxk
©)

i A1 Tba

Ti = ALLYT
Tijiw = L{LY LG L Topeq
rijk i AJ abc
T = NN LTS
okl i AJTcrdre qab

m- cde



d)

Qijit = LV LY LI Qe
i ist ein freier Parameter, Typ: (0, 3)
R = SN LR
4N, = AJ, Typ: (1,2)
S8 = NALELLSY
k, [ sind links frei und rechts gebunden...
Ak Aira
NATY = N T
Multiplikation mit L¢ L] ergibt: T4, = 6765 T%, = LEL]0LTS, Typ: (1,2)

a)
1 010 4 0 =2 0
0200 110 1 0 0
) = (Tr(b b)) = Uy = (g:;) ==
()= @O = o o W= =5, L
0 00 2 0 0 0 1

b) Es gilt o' = g/b;, also:
w10 e 1[0 s (00 a_ 1[0 -1
0 —1 2\1 0 01 2\1 0

0 0 , )
c) A= (2 1) . Es gilt A; = g;; A’. Der kovariante Koordinatenvektor von A ist also:
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a) Es gilt:
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b)

¢)

Die i-te Spalte von L (resp. L) entspricht gerade dem Koordinatenvektor des i-ten Basisvek-
tors von Bp (resp. Br) beziiglich der Basis . Es gilt also:

-1 0 0 1 0 0
Lg=10 10 Lr=1|0 0 1
0 01 0 -1 0

Eine konkrete Berechnung der involvierten Einstein-Summen (alle anderen Eintrége sind gleich
Null) fiir L = L ergibt:

Tvg = L{LAT, = LIL3T1y = Ty = 0

Toy = LeIA T, = L2303 To = —Ty =0

Tys = LOLYT, = LIL3Ts = —T15 =0

Ty = L4 T, = L3LIT5 = T3 =0

und fiir L = Lpg:

T23 = LngTab = LngTz’ﬁ = —T32
Thy = LALST,, = L3L3 Ty = Tis

Die Transformationsmatrix A von 53 zur Standardbasis B entspricht gerade der inversen Matrix
der Transformationsmatrix L von der Standardbasis B zur Basis B. Letztere entspricht gerade
der Matrix, deren Spaltenvektoren den Basisvektoren von 3 entsprechen. Also:

. 1 1 0 . 1 1 0
L=—11 -1 0 A:L—lzLTzE 1 =1 0
0 0 2 0 0 2

Wir verwenden die obigen Symmetrien zur Vervollstandigung der Matrixeintrage von Tij und
die Koordinaten Tj; beziiglich der Standardbasis erhélt man durch die Transformationsvor-
schrift des (0, 2)-Tensors 7"

1 0 0
T:(le): 0 0 1
0 -1 0

T = A?A?Tab, also
[0 1 0 0\ /1 1 0 .
T:(Tij):ATTA:E 1 -1 0 00 1|1 -1 0 ]==

1
21
0 0 +v2/\o =1 0/ \0o 0 V2 -2



d) Bei S resp. S handelt es sich nicht um Koordinaten eines Tensors. Um die Koordinaten S
beziiglich B aus den Koordinaten S beziizglich B zu berechnen benotigt man entsprechend
entweder eine kompliziertere (nicht lineare!) Transformationsformel oder man ist gezwungen
zuerst T}; aus S zu berechnen, dann 7}; mittels dem (linearen) Transformationverhalten von 7
zu bestimmen und dann S aus 7" abzulesen. In diesem Falle ergibt dies:
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