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Wichtige Hinweise

• Zweistündige Prüfung.

• Erlaubte Hilfsmittel: 20 A4-Seiten eigene Notizen. Taschenrechner sind NICHT erlaubt.

• Begründe jeweils deine Aussagen. Nicht motivierte Lösungen werden nicht akzeptiert!

—- • —-

1. a) In der Standardbasis gilt:

(F(x))k =
N∑

m=1

Ak
mx

m = Ak
mx

m, wobei Ak
m = cos

(
(k − 1)(m− 1)

π

N − 1

)
Das heisst (in der Standardbasis):

F(x) = Ax, wobei A die Matrix mit Einträgen Ak
m ist

D.h. F ist eine lineare Abbildung (sie ist durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation gegeben)
und A ist gerade deren Darstellungsmatrix bezüglich der Standardbasis. Für N = 3 gilt:

A =

cos(0 · 0 · π/2) cos(0 · 1 · π/2) cos(0 · 2 · π/2)

cos(1 · 0 · π/2) cos(1 · 1 · π/2) cos(1 · 2 · π/2)

cos(2 · 0 · π/2) cos(2 · 1 · π/2) cos(2 · 2 · π/2)

 =

1 1 1

1 0 −1

1 −1 1



F ist invertierbar, da z.B. 0 kein Eigenwert ist (siehe unten). Es gilt: F(v) = Av =

2

0

2

 = 2v.

D.h. v ist ein Eigenvektor von F .

b)

L =

1 1 1

1 0 −1

1 −1 1

 = A
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Es gilt:

Ãi
j = Λi

aL
b
jA

a
b = Λi

aL
b
jL

a
b = δibL

b
j = Li

j = Ai
j

ṽ = Λv =
1

2

1

0

1


Da F eine lineare Abbildung ist handelt es sich um einen (1, 1)-Tensor, wie man auch aus der
Transformationseigenschaft ablesen kann.

c) Siehe oben.

d) Wir wissen aus a) bereits, dass 2 ein Eigenwert ist. Allgemein gilt:

det(A− λ id) = −λ3 + 2λ2 + 2λ− 4 = −(λ− 2)(λ2 − 2) = −(λ− 2)(λ−
√

2)(λ+
√

2)

Also λ1 = 2, λ2/3 = ±
√

2.

2. a)

(1) G̃i
j =

n∑
k,l=1

Λi
kL

l
jG

k
l × (2) Lm

i H̃
i
j = Ll

jH
m
l

√

(3) G̃a
b = Le

aL
f
bG

e
f × (4) H̃a

b =
n∑

e,f=1

Le
aL

f
bH

e
f ×

(5) G̃i
j =

n∑
k,l=1

Lk
iL

l
jG

k
l

√
(6) G̃i

j = Lr
sδ

isδkrL
l
jG

k
l

√

b)

(B>A)ij = Bl
mA

k
j δlkδ

mi

tr(B) = Bi
jδ

j
i

g(x, y) = Aikx
iyk

(F(x))i = Bi
jx

j

g(F(x), x) = Aik(F(x))ixk = AikB
i
jx

jxk

c)

T̃ i
j = Λi

aL
b
jT

a
b

T̃ijkl = La
iL

b
jL

c
kL

d
l Tabcd

T̃ ijk
l = Λi

aΛ
j
bΛ

k
cL

d
l T

abc
d

T̃ ij
klm = Λi

aΛ
j
bL

c
kL

d
lL

e
mT

ab
cde
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d)

Q̃ijkl = Lb
jL

c
kL

d
lQibcd

√

i ist ein freier Parameter, Typ: (0, 3)

R̃i
jk = δadΛi

aL
b
jL

c
kR

d
bc

√

δadΛi
a = Λi

d, Typ: (1, 2)

Sij
kl = Λi

aΛ
j
bL

a
kL

b
l S̃

kl
ij ×

k, l sind links frei und rechts gebunden...

Λj
eΛ

k
f T̃

i
jk = Λi

aT
a
ef

√

Multiplikation mit Le
gL

f
h ergibt: T̃ i

gh = δjgδ
k
hT̃

i
jk = Le

gL
f
hδ

i
aT

a
ef , Typ: (1, 2)

3. a)

(gij) = (Tr(b>i bj)) =


1 0 1 0

0 2 0 0

1 0 2 0

0 0 0 2

 (gij) = (gij)
−1 =

1

2


4 0 −2 0

0 1 0 0

−2 0 2 0

0 0 0 1


b) Es gilt bi = gijbj , also:

b1 =

(
1 0

0 −1

)
b2 =

1

2

(
0 1

1 0

)
b3 =

(
0 0

0 1

)
b4 =

1

2

(
0 −1

1 0

)

c) A =

(
0 0

2 1

)
. Es gilt Ai = gijA

j . Der kovariante Koordinatenvektor von A ist also:


1 0 1 0

0 2 0 0

1 0 2 0

0 0 0 2



−1

1

1

1

 =


0

1

1

1



4. a) Es gilt:

BE =

− 1√
2

1

1

0

 = −b̃1,
1√
2

 1

−1

0

 = b̃2,

0

0

1

 = b̃3


BR =

 1√
2

1

1

0

 = b̃1, −

0

0

1

 = −b̃3,
1√
2

 1

−1

0

 = b̃2


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Die i-te Spalte von LE (resp. LR) entspricht gerade dem Koordinatenvektor des i-ten Basisvek-
tors von BE (resp. BR) bezüglich der Basis B̃. Es gilt also:

LE =

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 LR =

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


b) Eine konkrete Berechnung der involvierten Einstein-Summen (alle anderen Einträge sind gleich

Null) für L = LE ergibt:

T̃12 = La
1L

b
2T̃ab = L1

1L
2
2T̃12 = −T̃12 = 0

T̃21 = La
2L

b
1T̃ab = L2

2L
1
1T̃21 = −T̃21 = 0

T̃13 = La
1L

b
3T̃ab = L1

1L
3
3T̃13 = −T̃13 = 0

T̃31 = La
3L

b
1T̃ab = L3

3L
1
1T̃31 = −T̃31 = 0

und für L = LR:

T̃23 = La
2L

b
3T̃ab = L3

2L
2
3T̃32 = −T̃32

T̃22 = La
2L

b
2T̃ab = L3

2L
3
2T̃33 = T̃33

c) Die Transformationsmatrix Λ von B̃ zur Standardbasis B entspricht gerade der inversen Matrix
der Transformationsmatrix L von der Standardbasis B zur Basis B̃. Letztere entspricht gerade
der Matrix, deren Spaltenvektoren den Basisvektoren von B̃ entsprechen. Also:

L =
1√
2

1 1 0

1 −1 0

0 0
√

2

 Λ = L−1 = L> =
1√
2

1 1 0

1 −1 0

0 0
√

2



Wir verwenden die obigen Symmetrien zur Vervollständigung der Matrixeinträge von T̃ij und
die Koordinaten Tij bezüglich der Standardbasis erhält man durch die Transformationsvor-
schrift des (0, 2)-Tensors T :

T̃ = (T̃ij) =

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


Tij = Λa

i Λ
b
jT̃ab, also

T = (Tij) = Λ>T̃Λ =
1

2

1 1 0

1 −1 0

0 0
√

2


1 0 0

0 0 1

0 −1 0


1 1 0

1 −1 0

0 0
√

2

 =
1

2

 1 1
√

2

1 1 −
√

2

−
√

2
√

2 0


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d) Bei S resp. S̃ handelt es sich nicht um Koordinaten eines Tensors. Um die Koordinaten S
bezüglich B aus den Koordinaten S̃ bezüzglich B̃ zu berechnen benötigt man entsprechend
entweder eine kompliziertere (nicht lineare!) Transformationsformel oder man ist gezwungen
zuerst T̃ij aus S̃ zu berechnen, dann Tij mittels dem (linearen) Transformationverhalten von T
zu bestimmen und dann S aus T abzulesen. In diesem Falle ergibt dies:

S =
1

2

 1

1

−
√

2


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