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1. a) β̃i(bj) =

1 1 1
1 2 3
1 4 9

, det(β̃i(bj)) = 2 6= 0.

b)

β̃1 = β1 + β2 + β3

β̃2 = β1 + 2β2 + 3β3

β̃3 = β1 + 4β2 + 9β3

1 1 1
1 2 3
1 4 9

−1 =

 3 −5
2

1
2

−3 4 −1
1 −3

2
1
2


Also

β1 = 3β̃1 − 5

2
β̃2 +

1

2
β̃3

β2 = −3β̃1 + 4β̃2 − β̃3

β3 = β̃1 − 3

2
β̃2 +

1

2
β̃3,

deshalb

[β1]B̃∗ =

 3
−5

2
1
2

 , [β2]B̃∗ =

−3
4
−1

 , [β3]B̃∗ =

 1
−3

2
1
2

 .

c)

b1 = b̃1 + b̃2 + b̃3

b2 = b̃1 + 2b̃2 + 4b̃3

b3 = b̃1 + 3b̃2 + 9b̃3

1 1 1
1 2 4
1 3 9

−1 =

 3 −3 1
−5

2
4 −3

2
1
2
−1 1

2



1



Also

b̃1 = 3b1 − 3b2 + b3

b̃2 = −5

2
b1 + 4b2 −

3

2
b3

b̃3 =
1

2
b1 − b2 +

1

2
b3,

deshalb

[b̃1]B =

 3
−3
1

 , [b̃2]B =

−5
2

4
−3

2

 , [b̃3]B =

 1
2

−1
1
2

 ,

und

L =

 3 −5
2

1
2

−3 4 −1
1 −3

2
1
2

 .

d) v = b1 + b2 + b3 = (b̃1 + b̃2 + b̃3) + (b̃1 + 2b̃2 + 4b̃3) + (b̃1 + 3b̃2 + 9b̃3) = 3b̃1 + 6b̃2 + 14b̃3

⇒ [v]B =

1
1
1

 und [v]B̃ =

 3
6
14

.

e) F(b1) = b1, F(b2) = 2b2, F(b3) = 3b3, also

[F ]B =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

[F ]B̃ = L−1[F ]BL =

1 1 1
1 2 3
1 4 9

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 3 −5
2

1
2

−3 4 −1
1 −3

2
1
2

 =

0 1 0
0 0 1
6 −11 6

 .

f) Die Eigenwerte sind λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3, und die Eigenvektoren sind b1 = et, b2 = e2t,
b3 = e3t.

2. a) Typ der Tensoren:

u : (1, 0)-Tensor, β : (0, 1)-Tensor, g : (0, 2)-Tensor, h : (1, 2)-Tensor.

gij = g(bi, bj) = β(h(bi, bj)) = β(hkijbk) = hkijβ(bk) = hkijβk.

b) (0, 2): T̃ij = La
iL

b
jTab

(4, 0): T̃ ijkl = Λi
aΛ

j
bΛ

k
cΛl

dT
abcd

(1, 2): T̃ i
jk = Λi

aL
b
jL

c
kT

a
bc

(2, 2): T̃ ij
kl = Λi

aΛ
j
bL

c
kL

d
l T

ab
cd
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c) Q ist ein (3, 0)-Tensor.

R ist kein Tensor.

S: j ist ein freier Parameter, Typ: (1, 1).

δlaL
a
j = Ll

j , also T̃ i
j = δlaΛ

i
kL

a
jT

k
l = Λi

kL
l
jT

k
l . Also T ist ein (1, 1)-Tensor.

d) dimR = 2 · 2 · 2 · 2 = 16.

dimS = 4 · 2 = 8, weil eine zyklische Permutation von (i, j, k) in der Menge {(1, 1, 1),
(1, 1, 2), (1, 2, 2), (2, 2, 2)} ist, und l ∈ {1, 2}.

Jetzt sei {e1, e2} die Standardbasis, T l
ijk = i + j + k − l, u =

(
1
2

)
, v =

(
−1
1

)
, w =

(
2
0

)
.

Dann ist T : V × V × V → V eine multilineare Abbildung, und T (u, v, w) = T l
ijku

ivjwkel.
Also

(T (u, v, w))1 = (i+ j + k − 1)uivjwk w2=0
= 2(i+ j)uivj =

= 2 (2 · 1 · (−1) + 3 · 1 · 1 + 3 · 2 · (−1) + 4 · 2 · 1) = 6,

(T (u, v, w))2 = (i+ j + k − 2)uivjwk w2=0
= 2(i+ j − 1)uivj =

= 2 (1 · 1 · (−1) + 2 · 1 · 1 + 2 · 2 · (−1) + 3 · 2 · 1) = 6.

Deshalb T
((

1
2

)
,

(
−1
1

)
,

(
2
0

))
=

(
6
6

)
.

3. a)

L =

3 2 0
1 1 0
0 0 1

 , Λ = L−1 =

 1 −2 0
−1 3 0
0 0 1



b) gij = G =

 2 −1 1
−1 3 2
1 2 4


g′ij = L>GL =

3 1 0
2 1 0
0 0 1

 2 −1 1
−1 3 2
1 2 4

3 2 0
1 1 0
0 0 1

 =

15 10 5
10 7 4
5 4 4


c) bi = gijbj , wobei

gij =

 2 −1 1
−1 3 2
1 2 4

−1 =

 8
5

6
5
−1

6
5

7
5
−1

−1 −1 1

 ,

also

b1 =

 8
5
6
5

−1

 , b2 =

 6
5
7
5

−1

 , b3 =

−1
−1
1

 .

bi 6= bi⇒ B ist nicht eine Orthonormalbasis.
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b′i = g′ijb′j , wobei

g′ij =

15 10 5
10 7 4
5 4 4

−1 =

 12
5
−4 1

−4 7 −2
1 −2 1

 .

3 2 0
1 1 0
0 0 1

 12
5
−4 1

−4 7 −2
1 −2 1

 =

−4
5

2 −1
−8

5
3 −1

1 −2 1

 ,

also

b′1 =

−4
5

−8
5

1

 , b′2 =

 2
3
−2

 , b′3 =

−1
−1
1

 .

b′i 6= b′i⇒ B′ ist nicht eine Orthonormalbasis.

d) vi = gijv
j , also

v1v2
v3

 =

 2 −1 1
−1 3 2
1 2 4

 1
2
−1

 =

−1
3
1

.

e) v′i = [v]B′ = Λ[v]B =

 1 −2 0
−1 3 0
0 0 1

 1
2
−1

 =

−3
5
−1

.

4. a) E = 1
2
Iijω

iωj = 1
2

(
2 −1 3

) 5 −4 0
−4 7 −4
0 −4 9

 2
−1
3

 = 74.

b) Charakteristisches Polynom von A =

 5 −4 0
−4 7 −4
0 −4 9

:

det

λ− 5 4 0
4 λ− 7 4
0 4 λ− 9

 = (λ− 5)(λ− 7)(λ− 9)− 16(λ− 5)− 16(λ− 9) =

= λ3 − 21λ2 + 111λ− 91 = (λ− 1)(λ− 7)(λ− 13).

Eigenwerte: 1, 7, 13. Also die Hauptträgheitsmomente sind I1 = 1, I2 = 7, I3 = 13.

4



Eigenräume:

ker(A− I) = ker

 4 −4 0
−4 6 −4
0 −4 8

 = ker

 1 −1 0
−2 3 −2
0 −1 2

 =

= ker

1 −1 0
0 1 −2
0 −1 2

 = ker

1 −1 0
0 1 −2
0 0 0

 = R

2
2
1

 ,

ker(A− 7I) = ker

−2 −4 0
−4 0 −4
0 −4 2

 = ker

1 2 0
1 0 1
0 −2 1

 =

= ker

1 2 0
0 −2 1
0 −2 1

 = ker

1 2 0
0 1 −1

2

0 0 0

 = R

−2
1
2

 ,

ker(A− 13I) = ker

−8 −4 0
−4 −6 −4
0 −4 −4

 = ker

1 1
2

0
2 3 2
0 1 1

 =

= ker

1 1
2

0
0 2 2
0 1 1

 = ker

1 1
2

0
0 1 1
0 0 0

 = R

 1
−2
2

 .

Also die Hauptträgheitsachsen sind R

2
2
1

, R

−2
1
2

, R

 1
−2
2

.

(Orthonormalbasis: ẽ1 = 1
3

2
2
1

, ẽ2 = 1
3

−2
1
2

, ẽ3 = 1
3

 1
−2
2

.)

c) Allgemeine Gleichung: I1x2 + I2y
2 + I3z

2 = 1. Also die Gleichung des Trägheitsellipsoids
ist x2 + 7y2 + 13z2 = 1.
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