D-MATH Multilineare Algebra FS 14
Prof. Alessandra Jozzi

Losungen Priifung

1. a) Per Definition von Ly, Ls und Ls gilt fir By = {a1,az2,a3}, Ba = {b1,b2,b3} und Bs =
{e1,¢2,¢5}, dass

und damit ‘ . ' ,
i = (La)iby = (L3)1.(L1)ja; = (L2)jai
oder equivalent,
L1Ls = Lo
da das Produkt (Lg)i(Ll);- = (Ll)é(Lg)i erst in der zweiten Form die iibliche Matrizen
Multiplikation darstellt,
also L3 = (Ll)ilLQ‘

Fiir (L1)~! rechnet man

341 100 1 00 1 -1 0 1 00 1 -1 0
241 01O0]}|~}041 -2 3 0]~l01D0 -2 3 -1
0 31 0 0 1 0 31 0 0 1 0 01 6 -9 4
und wir bekommen
1 -1 0
(L) t=| -2 3 -1
6 -9 4
und schliesslich.
1 -1 0 2 0 1 -1 -1 -1
L3 = -2 3 -1 31 2] = 4 3 3
6 -9 4 1 0 1 —-11 -9 =8
b)
1 -1 0 -1 -1
W, = (L) 'vls, = | -2 3 -1 3 )1=13
6 -9 4 -8 -8
-1 -1 -1 1 0
[w]p, = Ls[v]s, = 4 3 3 0]l=11
-11 -9 -8 -1 -3

¢) Dualbasen sind kontravariant. Also 87 = AJa?, wobei A = (L;)~'. Damit
Bs; = (1 -1 0)
[8%s; = (-2 3 1)
(°]s: = (6 —9 4).

Please turn over!



a)

b)

Zunichst beschreibt man V: Die Gleichung A = A* fithrt zu
a11 = G115 022 = G22 < a11,a2 € R
und
a12 = G21.

V' ist also 4-dimensional, und zum Beispiel parametrisiert durch a,b,c,d € R

a b—ic
b+ ic d ’

Wir sehen, dass die Elemente o; und o4 den Unterraum ( 0) und oo und o3 den

a
0 d
b—ic
b+ ic 0
Dimensionsgriinden ist {o;} eine Basis.

Unterraum < > aufspannen und damit insbesondere auch V' erzeugen. Aus

Zuniichst zeigen wir, dass g ein Skalarprodukt definiert. Seien B = < gu 212 ) und A =
12 022

( 211 le ) in V, dann Spur(B*A) = Spur(BA) = Spur(AB) = Spur(A*B) Symmetrie
12 22
von g zeigt, wobei die mittlelere Gleichung die Zykluseigenschaft der Spur nutzt (oder

alternativ folgender Rechnung abgelesen werden kann). Weiter ist

Spur(AB) = a11b11 + ag2bao + a12b12 + a12b12

= a11b11 + a22baz + a12b12 + a12b12 = a11b11 + azzbas + 23?(%2@)

in der Tat reellwertig. Ist A = B, dann Spur(AA) = a?; + a3, + 2|ai2|> > 0 ausser wenn
A = 0. Wir haben gezeigt, dass g ein Skalarprodukt definiert.

Per definition ist g;; = g(0;,0;). Wir rechnen zunéchst die Paare o;0; aus.

10 0 1 0 —i 10
0101 = 0 1 10102 = {4 0 ,0103 = i 0 0104 = 0 —1
(10 (i 0 (0 -1
0202 = 0 1 0203 = 0 —i ;0204 = 1 0
(1 0 (0 4
0303 = 0 1 , 0304 = i 0
(10
7494 = 0 1

und bekommen damit

(gij) =

o oo
o N OO
DO OO

O O oW

Wir haben g;; = 28;;. Die zu S reziproke Basis §¢ = {07} erfiillt per Definition g(¢7,0;) =
87, so dass wir lediglich ol = co; fur ein geeignetes ¢ € R wéhlen miissen, denn dann

g(gja Gi) = g(CO'j, O'i) = Cg(O'j, Ui) = 62§ji'

Fiir ¢ = 1 ist {07 = co;} also die zu S reziproke Basis.

See next page!



d)

f)

b)

Wir sehen sofort, dass o1, 02, 04 durch ¢ invariant gelassen wird, und ¢ (o3) = —o3. Damit
ist die Matrisdarstellung von 1,

10 0 O
01 0 O
00 0 1

Wir kénnen sofort ablesen, dass o und o3 Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind. Wir
konnen daher die Fragestellung auf den Unterraum gespannt durch 7 und o4 reduzieren,
und betrachten das Eigenwertproblem

3 -1
(_1 3 ) v =\
. Wir 16sen auf und bekommen fiir v = (a, b)

B-=XNa=b, (B-=Nb=a.

Dies gibt dir quadratische Gleichung 8 — 6\ + A\? = 0 mit Losungen A € {2,4}. Damit
gilt fiir A = 2 die Gleichung a = b und fiir A = 4 gilt ¢ = —b und entsprechen damit den
Vektoren o1 + 04 und o1 — 04. Zusammenfassend,

T = {Tl} = {0-1 + 04,02,03,01 — 04}

und Spektrum {1,2,4}.

Der Basiswechsel von S nach T ist gegeben durch

1 00 1
010 O
L= 001 O
1 0 0 -1

und daher bekommen wir fiir g;;, die Koordinaten von g beziiglich 7, dass

~ _ T Ty _ ) 46 fallsidoder j € {1,4}
s = (LT )y =200 = { 0 der 7

Da 89 = 18, [n]ss = 2(0?+0) = (0,2,0,2). Aus e) ist (g;;) bekannt, und [n]7s = (gi;) [T
ist wegen [n]1 = %(7’1 —T4) + T = (%, 1,0, —%)T also [n]7« = (2,2,0,2).
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Das Transformationsverhalten liest sich dann Eij = LfLéBkh /Lj = Li?Lé.Akl, gi = Lfgk,

fi = MLy fF T, = LELGLL AT TR,

Fiir die Indizes | = k haben wir jeweils 2 + 1 = 3 Moglichkeiten fiir (7, ;). Fir eine fixe
Wahl k # [ sind alle Tupel (i, j) erlaubt (also 4), wobei dann (fiir n = 2) die andere Wahl
von k # [ eindeutig bestimmt ist. Also ist die Dimension von W gleich 10.

Please turn over!



4. a) Dasupp(p) = [0,1] x {0} x {0} ist

222 4+ 2823 —glag? —glg3 "
(I’L]) = / —$11'2 xlxl + x31.3 —SE2£E3 7dx1dx2dx3
supp(e) —xlg3 23 alal 4 2222 !
1 (0 m 0
z/ zlo! —dzt = —ml? 1
0 2l l 3 1

0
b) L =Iiwle; = ml* | 8
8

c) E = jljwiw = tmi?128 = &mi?

d) I bereits Diagonal, also bilden die Standardbasis bereits ein Haupttrigheitsachsensystem.
Die Eigenwerte sind 0 und und mit doppelter Vielfachheit %mlz.

e) smi*(x?)? + tmi?(2%)? =1



