
D-MATH Multilineare Algebra FS 14
Prof. Alessandra Iozzi

Lösungen Prüfung

1. a) Per Definition von L1, L2 und L3 gilt für B1 = {a1, a2, a3}, B2 = {b1, b2, b3} und B3 =
{c1, c2, c3}, dass

bj = (L1)ijai

ck = (L2)ikai

ck = (L3)jkbj

und damit
ck = (L3)jkbj = (L3)jk(L1)ijai = (L2)ikai

oder equivalent,
L1L3 = L2

da das Produkt (L3)jk(L1)ij = (L1)ij(L3)jk erst in der zweiten Form die übliche Matrizen
Multiplikation darstellt,

also L3 = (L1)−1L2.

Für (L1)−1 rechnet man

 3 4 1 1 0 0
2 4 1 0 1 0
0 3 1 0 0 1

 ∼
 1 0 0 1 −1 0

0 4 1 −2 3 0
0 3 1 0 0 1

 ∼
 1 0 0 1 −1 0

0 1 0 −2 3 −1
0 0 1 6 −9 4


und wir bekommen

(L1)−1 =

 1 −1 0
−2 3 −1
6 −9 4


und schliesslich.

L3 =

 1 −1 0
−2 3 −1
6 −9 4

2 0 1
3 1 2
1 0 1

 =

 −1 −1 −1
4 3 3
−11 −9 −8


b)

[v]B2
= (L1)−1[v]B1

=

 1 −1 0
−2 3 −1
6 −9 4

−1
3
−8

 =

−1
3
−8


[w]B2 = L3[v]B3 =

 −1 −1 −1
4 3 3
−11 −9 −8

 1
0
−1

 =

 0
1
−3


c) Dualbasen sind kontravariant. Also βj = Λj

iα
i, wobei Λ = (L1)−1. Damit

[β1]B∗
1

=
(
1 −1 0

)
[β2]B∗

1
=
(
−2 3 −1

)
[β3]B∗

1
=
(
6 −9 4

)
.
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2. a) Zunächst beschreibt man V : Die Gleichung A = A∗ führt zu

a11 = a11; a22 = a22 ⇔ a11, a22 ∈ R

und
a12 = a21.

V ist also 4-dimensional, und zum Beispiel parametrisiert durch a, b, c, d ∈ R(
a b− ic

b+ ic d

)
.

Wir sehen, dass die Elemente σ1 und σ4 den Unterraum

(
a 0
0 d

)
und σ2 und σ3 den

Unterraum

(
0 b− ic

b+ ic 0

)
aufspannen und damit insbesondere auch V erzeugen. Aus

Dimensionsgründen ist {σi} eine Basis.

b) Zunächst zeigen wir, dass g ein Skalarprodukt definiert. Seien B =

(
b11 b12
b12 b22

)
und A =(

a11 a12
a12 a22

)
in V , dann Spur(B∗A) = Spur(BA) = Spur(AB) = Spur(A∗B) Symmetrie

von g zeigt, wobei die mittlelere Gleichung die Zykluseigenschaft der Spur nutzt (oder
alternativ folgender Rechnung abgelesen werden kann). Weiter ist

Spur(AB) = a11b11 + a22b22 + a12b12 + a12b12

= a11b11 + a22b22 + a12b12 + a12b12 = a11b11 + a22b22 + 2<(a12b12)

in der Tat reellwertig. Ist A = B, dann Spur(AA) = a211 + a222 + 2|a12|2 > 0 ausser wenn
A = 0. Wir haben gezeigt, dass g ein Skalarprodukt definiert.

Per definition ist gij = g(σi, σj). Wir rechnen zunächst die Paare σiσj aus.

σ1σ1 =

(
1 0
0 1

)
, σ1σ2 =

(
0 1
1 0

)
, σ1σ3 =

(
0 −i
i 0

)
, σ1σ4 =

(
1 0
0 −1

)

σ2σ2 =

(
1 0
0 1

)
, σ2σ3 =

(
i 0
0 −i

)
, σ2σ4 =

(
0 −1
1 0

)
σ3σ3 =

(
1 0
0 1

)
, σ3σ4 =

(
0 i
i 0

)
σ4σ4 =

(
1 0
0 1

)
und bekommen damit

(gij) =


2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

c) Wir haben gij = 2δij . Die zu S reziproke Basis Sg = {σj} erfüllt per Definition g(σj , σi) =

δji , so dass wir lediglich σj = cσj für ein geeignetes c ∈ R wählen müssen, denn dann

g(σj , σi) = g(cσj , σi) = cg(σj , σi) = c2δji.

Für c = 1
2 ist {σj = cσj} also die zu S reziproke Basis.

See next page!



d) Wir sehen sofort, dass σ1, σ2, σ4 durch ψ invariant gelassen wird, und ψ(σ3) = −σ3. Damit
ist die Matrisdarstellung von ψ,

[ψ]S =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

 .

e) Wir können sofort ablesen, dass σ2 und σ3 Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind. Wir
können daher die Fragestellung auf den Unterraum gespannt durch σ1 und σ4 reduzieren,
und betrachten das Eigenwertproblem(

3 −1
−1 3

)
v = λv

. Wir lösen auf und bekommen für v = (a, b)

(3− λ)a = b, (3− λ)b = a.

Dies gibt dir quadratische Gleichung 8 − 6λ + λ2 = 0 mit Lösungen λ ∈ {2, 4}. Damit
gilt für λ = 2 die Gleichung a = b und für λ = 4 gilt a = −b und entsprechen damit den
Vektoren σ1 + σ4 und σ1 − σ4. Zusammenfassend,

T = {τi} = {σ1 + σ4, σ2, σ3, σ1 − σ4}

und Spektrum {1, 2, 4}.
Der Basiswechsel von S nach T ist gegeben durch

L =


1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 −1


und daher bekommen wir für g̃ij , die Koordinaten von g bezüglich T , dass

g̃ij = (LT (glk)L)ij = 2(LTL)ij =

{
4δij falls i oder j ∈ {1, 4}
2δij sonst.

f) Da Sg = 1
2S, [η]Sg = 2(σ2+σ4) = (0, 2, 0, 2). Aus e) ist (g̃ij) bekannt, und [η]T g = (g̃ij)[η]T

ist wegen [η]T = 1
2 (τ1 − τ4) + τ2 = ( 1

2 , 1, 0,−
1
2 )T also [η]T g = (2, 2, 0, 2).

3. a)
B (0, 2)
f (1, 1)
A (0, 2)
g (0, 1)
T (1, 3)

Das Transformationsverhalten liest sich dann B̃ij = Lk
i L

l
jBkl, Ãij = Lk

i L
l
jAkl, g̃i = Lk

i gk,

f̃ ij = Λi
kL

l
jf

k
l , T̃m

ijn = Lk
i L

l
jL

r
nΛm

s T
s
klr.

b) Für die Indizes l = k haben wir jeweils 2 + 1 = 3 Möglichkeiten für (i, j). Für eine fixe
Wahl k 6= l sind alle Tupel (i, j) erlaubt (also 4), wobei dann (für n = 2) die andere Wahl
von k 6= l eindeutig bestimmt ist. Also ist die Dimension von W gleich 10.
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4. a) Da supp(%) = [0, l]× {0} × {0} ist

(Iij) =

∫
supp(%)

x2x2 + x3x3 −x1x2 −x1x3
−x1x2 x1x1 + x3x3 −x2x3
−x1x3 −x2x3 x1x1 + x2x2

 m

l
dx1dx2dx3

=

∫ l

0

0
x1x1

x1x1

 m

l
dx1 =

1

3
ml2

0
1

1



b) L = Iijω
jei = 1

3ml
2

0
8
8


c) E = 1

2Iijω
iωj = 1

6ml
2128 = 64

3 ml
2

d) I bereits Diagonal, also bilden die Standardbasis bereits ein Hauptträgheitsachsensystem.
Die Eigenwerte sind 0 und und mit doppelter Vielfachheit 1

3ml
2.

e) 1
3ml

2(x2)2 + 1
3ml

2(x3)2 = 1


