D-MATH Multilineare Algebra FS 2017
Prof. Dr. Alessandra lozzi

Losungen Prufung Sommer 2017

1. (8 Punkte)
Die vier Basisvektoren der Basis £ := {1, z,x
Abbildung 1, das heisst

¢(1> = )\1 : 17 w(m) = )\xﬂf, @Z’@Q) = >\x2l’2, ¢(£E3) = )\x3x3'
Fir Ay := A1, Ao = Ap, A3 := A2 und Ay := A3 gilt, dass
P(1)=1+4+2-0+1=2=2-1=X; -1, (1 Punkt, falls der zugehorige Wert A\; falsch ist.)
Y(x)=xz+x-140=2r =Xz, (1 Punkt, falls der zugehdrige Wert A, falsch ist.)

Y(z?) =2+ 220+ 0 = 32> = \32°, (1 Punkt, falls der zugehorige Wert )3 falsch ist.)
P(2®) = 2% +2-32° + 0 = 42® = \;2°. (1 Punkt, falls der zugehorige Wert A4 falsch ist.)

2 23} sind genau die Eigenvektoren der linearen

Damit hat die lineare Abbildung ¢ die folgenden vier Eigenwerte, namlich
AM=2 =2 A=3, \=4. (je2 Punkte)

2. (8 Punkte)
Es sei B:= {a1(x) :=1,a5(2) := 1+ z,a3(x) := 1+ 2 + 22, ay(x) := 1 + x + 2° + 23}
Es gilt
1
F(1) :x/ ldt+z-1"=x
0
= —a1(x) + az(x) + 0az(z) + Oas(z), (1 Punkt)

1
1
}"(1—|—w):x/ (1+t)dt—|—x-(1—|—w)’:$~l——x—|—a::§x
0

2 2

5 >

= —5(11(1:) + iaQ(I) + Oag(z) 4+ Oas(z), (1 Punkt)

) ! ) 11 5 ., 17
Fl+z+a®)=z [ (1+t+t7)dt+x(1+ 2x) :x+§x+§x+x+2x =2z —i—ga:

0
17 )

= —gal(x) + 6@2(1’) + 2a3(z) + O0as(z), (1 Punkt)
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1
37
J—“(1+x+az2+x3):x/ (1+t+t2+t3)dt+x(1+2x+3x2):3x3+2x2+ﬁx
0

= 2Ty (@) + Toaa() — as(e) + 3as(z) (1 Punk),

12 12
Daher erhalten wir
e
[ 5 5 1
[Flg = 0 (2) S _121 . (Jede Spalte ergibt 1 Punkt. (mit Folgefehler von oben))

(Spaltenreihenfolge von unten nach oben verkehrt (oder analoge Fehler) = 2 Punkte.)

3. (10 Punkte)
Wir haben
a.) Wenn T ein Tensor vom Typ (1,0) ist, gilt

T" = AJT?. (1 Punkt)

b.) Wenn T ein Tensor vom Typ (1, 1) ist, gilt
Ti= A LLTF. (1 Punkt)

c.) Wenn T ein Tensor vom Typ (0,2) ist, gilt

j:;;j = LfL Tkl- (1 Punkt)

l<
J

d.) Ja, dieser Ausdruck macht Sinn. Eine Summation auf der linken Seite {iber ¢ und j.
Da k auf der linken Seite nicht vorkommt ist B* konstant fiir alle moglichen k. (1 Punkt)

e.) Ja, dieser Ausdruck macht Sinn. Links wird tiber j summiert mit ¢ (kontravariant)
und k (kovariant) als freielndizes. Auf der rechten Seite sind ¢ (kontravariant) und

k (kovariant) ebenfalls freie Indizes. (1 Punkt)

f.) Ja, dieser Ausdruck macht Sinn. Keine Summation auf der linken Seite tiber i, j, k,
das heisst alle Indizes i, j, k sind frei, aber der Tensor ist konstant gleich C. (1 Punkt)

g.) Ja, @ ist ein Tensor, da @) das Transformationsverhalten eines (2, 0)-Tensors besitzt. (1 Punkt)

h.) Nein, R ist kein Tensor, da auf der linken Seite die Indizes i, j, k kovariant sind, aber
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dieselben Indizes i, j, k sich auf der rechten Seite kontravariant verhalten. (1 Punkt)
i.) Ja, S ist ein Tensor vom Typ (2,0), da gilt

LISY = NIST = ALLIST = ALATS™
= (ALY ST = ALAIST
= 05T = ALAIST

= S =AANST.
Dies ist so, da A¥Lj = Ay L¥ = ¢! fiir alle 4, j, k gilt. (1 Punkt)
j.) Nein, T ist kein Tensor, da gilt
i Aigimk _ sipk _ i
T) = NIT) = 8T} = T,
Wenn T ein (1, 1)-Tensor wére, miisste gelten

T =ALLLTF. (1 Punkt)

(Um die Punkte zu erhalten miissen die Antworten nicht exakt in der obigen ausfiihrlichen
Form gegeben sein.)

4. (8 Punkte)
Die kontravarianten Koordinaten von

1
v:i=|2| €R?
3
beziiglich der Basis B = {b1, by, b3} sind

1
[v]g=10]. (Jeder Vektoreintrag ergibt 1 Punkt = maximal 3 Punkte.)
1

Es gilt die folgende Beziehung zwischen den kontravarianten Koordinaten und den kovari-
anten Koordinaten des Vektors v beziiglich der Basis B, namlich

[v]gs = [g]slv]s. (1 Punkt)



1 2 3 1 4
Wk = lglsvls= |2 3 1| [0] = [3]. (Jeder Vektoreintrag 1 Punkt => maximal 3 Punkte.)
3 1 2 1 5)

Damit erhalten wir fiir die kovarianten Koordinaten [v]zs von v beziiglich der Basis B das
Resultat

[v]gs = (4 3 5). (1 Punkt, mit Folgefehler, runde Klammer ist nicht relevant)

5. (8 Punkte)
Fiir das charakteristische Polynom p.(€) erhalten wir

pe(€) = det (¢ — €el3) (1 Punkt)

2—¢ 1 0
= det 1 2—¢ 0
0 0 2—¢€

Comann (P10 ,0))
=2-¢(2—¢?—-1)
=(2—¢€)(e® —4e+3)
=(2—¢)(e—1)(e—3)

Damit erhalten wir fiir die drei Hauptkoeffizienten €, €5, €3 die folgenden Werte

e1=1, e2=2, e3=3. (je 1 Punkt)

Um die drei Hauptverzerrungsrichtungen v, , ve,, ve, zu berechnen, miissen wir die Gleichung

1 1 1 2 1
210 ., v, 2v,, + v, €V,

eV, = €0, = |1 2 0| [v2| =¢ [V2]| <= |vl+202| = |gvi| firi=1,2,3 (1 Punkt)
v 4 31 31 7 3 % 31
0 0 2 e (o PADS €Uy,



Im Fall 7 := 1 mit ¢; = 1 erhalten wir die Gleichung

1 2 1 1 2 1
2, + v, v, v, + U, 0 v, x
1 2| _ |,2 1 2 | _ .2 | = E
v, 207 | = (v | &= (v, tvi| = |0 &= v, = |vi| = |—x| firallexeR.
3 3 3
207, vz, (5 0 (4 0

Im Fall ¢ := 2 mit e, = 2 erhalten wir die Gleichung

1 2 1 2 1
211162 + v€22 27}622 U? 0 o 0 )
Ve, 205, | = (205, | = |v,| = |0 &= v, = |v,| = [0]| firallexeR.
21)32 22)32 0 0 1132 x
Im Fall 7 := 3 mit e3 = 3 erhalten wir die Gleichung
20}, + v 30}, —v, + v, 0 v, T
v, +327)623 = 31}% = | v —31)33 = 0| <= v, = U%’ = |z| firallez € R.
20z, v, —vg, 0 (o 0

Fir die drei Hauptverzerrungsrichtungen v, , ve,, Ve, €rhalten wir somit

1 0 1
Ve, = |—1|, v, =|0|, v, = |1|. (je 1 Punkt)
0 1 0
Auch die folgenden Antworten sind ebenfalls korrekt
[ x
Ve, = |—x| furirgendein zx € R, v, = |—z| firallez € R,
| 0 0
o] o1
Ve, = |0 fiir irgendein x € R, v, = |0| fur alle x € R,
o o
Ve, = || fiirirgendein x € R, v, = |z| fur allex € R.
0 0




6. (8 Punkte)
Wir berechnen

Lgg= A'B

02 1171 3 3

=112 2 1 -1 (Jede Matrix auf dieser Zeile ergibt 1/2 Punkt.)
2 1 3] |-10 1
[—4 5 2] [1 3 3

=(-1 2 -1]]12 1 -1 (5/2 Punkte fiir die erste Matrix dieser Zeile.)
3 —4 2| [-10 1
[8 -7 —-19

=14 -1 -6
-7 5 15

Daher erhalten wir als Resultat

Lea= |4 -1 —6 .

Punkte)
-7 5 15

8 —7 —19 ( Anzahl korrekter Matrixeintrége (mit Folgefehler)

7. (8 Punkte)

1 0 0
Es bezeichne &£ := Of,11{,10 die Standardbasis von R? und
0 0 1
1 3 3
B:=<by:=|1/|,by:=|2]|,b3:=|-2
-1 0 -3

Sei weiter Lgge die Transformationsmatrix von der Standardbasis & nach B, gegeben durch

1 3 3
Lge:=E'B=B=|1 2 —2|. (Diekorrekte Matrix ergibt 1 Punkt.)
-1 0 -3

Wir berechnen die folgende Determinante

1 3 3
det(Lge) =det [ | 1 2 —2| | = det 2720 Cgqet (|1 72 ) vsder (|2
1o 3 0 -3 -1 -3 -1 0

=—6+154+6=15%#0. (1 Punkt fiir die Zahl 15.)
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Da die obige Determinante zur Basis B = {by, b, b3} gehort und die Determinante ungleich
Null ist, definiert B = {by, b, b3} eine Basis von R? (1 Punkt), da gilt

det(Lpg) =15 #0 = Lge ist invertierbar
— Lge hat Rang 3 (Lpe hat vollen Rang)

1 3 3
= Die drei Vektoren by := | 1 |, by := [2| und b3 := | -2
-1 0 -3

sind linear unabhéangig
— B = {by, by, b3} ist eine Basis von R?

Wegen der Kontravarianz der Dualbasis miissen wir A = Lz berechnen. Es ist

NS I S
A=Lgi=Leg=|1 2 =2 =|35 0 3 |. (Diekorrekte Endmatrix ergibt 2 Punkte.)
SRR R R

Die Koordinatenvektoren der Dualbasis B* := {3!, %, 3%} von B beziiglich der Standardbasis
E* = {e!, 2, €} von (R®)" kénnen nun als Zeilen der Matrix A = Lz abgelesen werden, da

gilt

B (v) = [v] = (Lgé[v]g)i fiir i = 1,2,3 und alle v € R®.

Es gilt
vz s 20032 35 punk mit Folgefehl b
pt=[-% & —5]_—36 —1—56—56, (1 Punkt mit Folgefehler von oben.)
1 1
=110 1= 561 + §e3, (1 Punkt mit Folgefehler von oben.)

2 1 1
=% -t —%]|= Bel - 562 - 1—563. (1 Punkt mit Folgefehler von oben.)

8. (8 Punkte)

Der Tragheitstensor I lasst sich genau gleich ausrechnen wie im Falle einer ebenen Platte

mit dem Unterschied, dass hier z # 0 ist.
Der Tréagheitstensor I = [I;;] ist gegeben durch die allgemeine Integralformel

I =[I;;] = /KJ(:E,y, z)dm, (1 Punkt)



wobel

v 422 —ay —Tz
J(x,y,2) = —zy 2?4+ 22 —yz | . (1 Punkt)
—z —yz 2+ y?

Da der Quader K mit Masse m homogen ist, gilt

Masse des Quaders K m (1 Punkt)
= — un
P= Volumen des Quaders abc

und damit gilt

/dm /pdxdydz——/ da:/ dy/2dz:ﬂabc:m.
I e

Daher bekommen wir fiir den Tragheitstensor I = [I;;]

-fK(?JZ +2%)dm - fK $ydm — [ wzdm
— [ wzdm —fK yzdm [, (2° +y2)dm
f—f 12, f (v + P)pdzdyde — [2 f f e vypdzdydz — f_%% I f_%g vz pdzdyda
a b2 c
_ | _ ) TR
— f;% f_bg fz% xypdzdydx ff% f_ag flg xc—i-z )pdzdydx a ffg f_j% ff% yzpdzdydx
B ff% ffg ff% zzpdzdyds - f—ig ffg f_z yzpdzdydz ff% ffg _55 (2% + y?)pdzdydz
a b c a b c o b .
. f2; fzg f22 v+ 23 dzdyde  — i% ff% ff; rydzdydx —ff% f—j% ff% rzdzdydz
= abe _ffg ffé ffg rydzdydz ff% 2 f%(IQ + 2%)dzdydx  — [2 _Eé ffé yzdzdydx

a b c a b c a b
—ff% f_z’% ff% rzdzdydx — [z ff% ff% yzdzdydr [ fzg

Wir berechnen

2 2
“bc/g/g/; y* + 2% dzdydr = 2(b +¢°), (1 Punkt)

@

/// z® + 2* dzdydx—g(a +¢*) (1 Punkt)
377373

2

und

I35 = m/ /b/ 2% +y*)dzdydr = 717;(@2"‘52)' (1 Punkt)
2772773
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Es gilt wie bei der Platte

a b c
Lo =1y = —ﬂ/ / / rydzdydr = 0,
abc J_ —r

<
2

m % [3 [5
113 = ]31 = —%/ /b / xzdzdydx =0
— -5 J-

a <
2 2

a b c
5 32 [32

o = I35 = —%/ / / yzdzdydx = 0,
—aJop )

b c
2 2

(SIS

und

da die Integrale der Form [ wdz, [ydy, [ zdz gerade Stammfunktionen haben und damit

iiber symmetrische Intervalle der Form [—%, %] , [—%, g} , [—%, %] verschwinden.

Wir erhalten daher als Resultat

[11 [12 113 m b2 + C2 0 0
I = [Iz] = ]21 ]22 [23 = E 0 CL2 + 02 0
I3y I3p 33 0 0 a’ + b?

(1 Punkt fiir die drei korrekten Diagonaleintrage und 1 Punkt fiir alle 6 Nullen.)

Vollstandig korrekte Endresultate ergeben immer die volle Punktzahl einer Aufgabe.

Gute Ideen in einer Aufgabe kénnen zuséatzliche Punkte ergeben. Die Punktzahl einer Auf-
gabe kann jedoch nie die Maximalpunktzahl der Aufgabe iiberschreiten.

Andere Losungswege als in diesem Losungsvorschlag ergeben die entsprechende Anzahl
Punkte, gemessen am Erkenntnisfortschritt in einer Aufgabe.

Es gibt %—Punkte, wenn Ergebnisse nur teilweise korrekt sind (proportional zur erreichbaren
Anzahl Punkte und dem korrekten Teil). Folgefehler werden nicht gezdhlt, ergeben also
keinen Abzug.



