D-MATH Multilineare Algebra FS 2018
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Losungen Prufung Sommer 2018

1. (8 Punkte)
a.) Es gilt

1 -2 3
spur(o) = spur ( [2 3 4] ) =1+3+4+5=09. (2 Punkte)
3 4 5

Daher muss gelten

1

os=0—3 spur(o)l; (1 Punkt)
1 -2 3] [3 00
=|-2 3 4/ —-10 3 0
'3 4 5 |00 3

[—2 -2 3]
=|—-2 0 4| (3 Punkte)

3 4 2]

und

00
3 0| (2 Punkte, je 1 Punkt).
0 3

2. (8 Punkte)

Es sei B := {ai(z) := 1,a2(x) :== 1+ 2x,a3(x) := 1 + 22 + 322, a4(z) := 1 + 22 + 32% + 42°}.
Daher gilt

1 =ay(x), (1/2 Punkt)

r = %(ag(x) —ay(x)), (1/2 Punkt)

2 = %(%(m) (@), (1/2 Punkt)
3 1

x® = Z(cu(x) —az(x)). (1/2 Punkt)
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Es gilt

1 1
F(l)=1+2"=a(z) — gag(l‘) + g@g(l’), (1/2 Punkt)
4 2
F(1+2r)=1+4r+22° = —ai(z) + g@g(l’) + g&g(l’), (1/2 Punkt)
F(1 422+ 32%) =1 + 4z + 122° = —a,(v) — 2as(z) + 4as(z), (1/2 Punkt)
1
F(1+ 21+ 32° + 42%) = 1 + 4o + 132° 4 162° = —ay(z) — gag(x) + g@g(l‘) + 4ay(z). (1/2 Punkt)

Daher erhalten wir

—_
|
—_
|
—_
|
—_

l
o]
I
W=

13| . (4 Punkte)

O Wl
O wibow |k
IS

3. (10 Punkte)
Wir haben
a.) Wenn 7T ein Tensor vom Typ (2,0) ist, gilt

TY = ALAJTH. (1 Punkt)
b.) Wenn 7" ein Tensor vom Typ (1, 1) ist, gilt
Ti = A LT}, (1 Punkt)
c.) Wenn T ein Tensor vom Typ (0, 3) ist, gilt
Ty = LML LA Ty, (1 Punkt)

d.) Ja, dieser Ausdruck macht Sinn. Eine Summation auf der linken Seite iiber i.
Da k auf der linken Seite nicht vorkommt ist B* konstant fiir alle moglichen k. (1 Punkt)

e.) Nein, dieser Ausdruck macht keinen Sinn. Links wird iiber ¢ summiert mit j
(kontravariant) als freien Index und B ist ein Skalar ((0,0)-Tensor). Daher ist 7 auf der
linken Seite kein freier Index. Auf der rechten Seite ist aber ¢ (kontravariant) ein freier
Index. (1 Punkt)

f.) Ja, dieser Ausdruck macht Sinn. Links wird iiber ¢ und j summiert mit m (kontravariant)
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und k (kovariant) als freie Indizes. Auf der rechten Seite sind m (kontravariant) und
k (kovariant) ebenfalls freie Indizes. Der Ausdruck ¢! = > | =n € Ny gibt die
Dimension eines Vektorraumes (Spur einer Identitdtsmatrix) an. (1 Punkt)

g.) spur(ABC) = AIBLC* (1 Punkt)

h.) (A%z)) = AJALAF2? (1 Punkt)

i.) (A2B)] = AJALBF (1 Punkt)

i) (CTz+y)' = Cia? +y mit C = [CY] (1 Punkt)

(Um die Punkte zu erhalten miissen die Antworten nicht exakt in der obigen ausfiihrlichen
Form gegeben sein.)

4. (8 Punkte)
Die kontravarianten Koordinaten von

beziiglich der Basis B = {b1, b2, b3} sind

W= 1 |. (4 Punkte)
-1

Es gilt die folgende Beziehung zwischen den kontravarianten Koordinaten und den kovari-
anten Koordinaten des Vektors v beziiglich der Basis B, namlich

[v]gs = [g]s[v]s. (1 Punkt)
Es gilt

1 —1
1 | =13 ]. (2Punkte)
—1 2

— L
MO — W

1
[v]gs = [g]slv]s = |1
3

Damit erhalten wir fiir die kovarianten Koordinaten [v]gs von v beziiglich der Basis B das
Resultat

[v]gs = (=1 3 2). (Die runde Klammer ist nicht relevant) (1 Punkt)
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5. (8 Punkte)
Fiir das charakteristische Polynom p.(€) erhalten wir
pe(€) = det (¢ — ell3) (1 Punkt)

1—c¢ 1 0
= det 1 2—¢ 1
0 1 1—c¢

2—¢ 1 1 1
:(1—6)-det([ . 1_6})—1-det({0 1«
=(1-€¢ - (2-¢ - 1-€—-1)=((1-€)=0)
=(1—-¢€-((e=2)-(e—1)—1-1)
:—(5—1)-(62—3€+0)
= —(e—1)e(e — 3)

:—6(6—1)<€—3)- (1 Punkt)

Damit erhalten wir fiir die drei Hauptkoeffizienten €y, €5, €3 die folgenden Werte

e1=0, ea=1, e3=3. (3 Punkte, je 1 Punkt)

)

Um die drei Hauptverzerrungsrichtungen v, , v.,, Ve, zu berechnen, miissen wir die Gleichung

11 0] [ol v, v + 2 €0,
U, =€V, <= |1 2 1| |02 | =¢ (V2| <= |vl +202 +02| = |ev?
01 1] [v2 vl V2 + v v
vg
nach v, == |vZ | auflésen
vl
Im Fall 7 := 1 mit ¢; = 0 erhalten wir die Gleichung
vy, + v 0 vl T
vl F 2R +0d | = |0 = v, = V2| = |—x]| firallezeR.
vg, + vfl 0 vg’l x
Im Fall ¢ := 2 mit e, = 1 erhalten wir die Gleichung
ool 4+ ] [l V2 0 v T
v, 208 + 03 | = || = v+ = 0] = v, = [V} 0
v vl ] v 0 0 v? —x
Im Fall ¢ := 3 mit €5 = 3 erhalten wir die Gleichung
ool 0 ] [30) —20}, + 2, 0 v,
vl F 205 + 03| = |30 | = vl -l 40| = 0] = v, = [V}
vZ, + v, 302, vZ, — 202 0 v2

4
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fiir i = 1,2,3

fir alle z € R.

2

fir alle z € R.



Fir die drei Hauptverzerrungsrichtungen v, , v,, v, erhalten wir somit

1
V= |—1|, vo=10 1|, vy =|2|. (3 Punkte, je 1 Punkt)
1 -1 1

Auch die folgenden Antworten sind ebenfalls korrekt

F ] o

Ve, = |—x| furirgendein x € R, v, = |—z| fiir alle z € R,
- - . x -
F ] S

v, = | 0 | fiirirgendeinx € R, v, = | 0 | fiir alle x € R,
[ @ x

Uey = |2x| furirgendein x € R, v, = [22| fiir alle z € R.

x x



6. (8 Punkte)
Wir berechnen

Lga=A"B (1Punkt)

1

12 11 " [1 2 1
=12 1 -2 —2 1 —2 (1 Punkt)
2 -1 1
1 1 3 5 2
=—16 1 —4 —2 1 —2 (2 Punkte)
Ty 5 3
00020 _10
| _] 4 Punie)
7 17 17
Daher erhalten wir als Resultat
A
8 8
R A
7 17 1T
7. (8 Punkte)
1 0
Es bezeichne &£ := Of,11{,10 die Standardbasis von R? und
0 0 1
1 3 3
B:=<by = |2],by:=|1|,b5:= |2
3 1 0

Sei weiter Lgge die Transformationsmatrix von der Standardbasis & nach B, gegeben durch

1 3 3
Lgs =& 'B=B= |2 1 —2|. (1 Punkt)
31 0

Wir berechnen die folgende Determinante

13 3
det(Lge) =det [ [2 1 —2| | =det D2 Cgaen (1273 ) 3det (|2)
51 0 1 0 30 31

=2—-18—-3=—-19#0. (1 Punkt)
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Da die obige Determinante zur Basis B = {by, b, b3} gehort und die Determinante ungleich
Null ist, definiert B = {by, b, b3} eine Basis von R?, da gilt

det(Lpe) = —19 #0 — Lpge ist invertierbar
= Lpe hat Rang 3 (Lpe hat vollen Rang)

1 3 3
= Die drei Vektoren by := 2|, by := [1| und b3 := |—2
3 1 0

sind linear unabhéangig
= B = {by, by, b3} ist eine Basis von R®. (1 Punkt)

Wegen der Kontravarianz der Dualbasis miissen wir A = Lgg berechnen. Es ist

-1 2 3 9
A=Lgi=Leg=12 1 =2 =[5 & —+|. (2Punkte)
31 0 & —-=

Die Koordinatenvektoren der Dualbasis B* := {3!, %, 3%} von B beziiglich der Standardbasis
E* = {e, 2, €} von (R®)" kénnen nun als Zeilen der Matrix A = Lz} abgelesen werden, da
gilt

B (v) = [v]z = (Lgé[v]g)i fiir i = 1,2,3 und alle v € R®.

Es gilt
2 3 9
1 1 2 3
B = [_1% _1% 1%} T 190 T 19¢ + 197 (1 Punkt)
6 9 8
2 6 9 8 1 2 3
= [1_9 19 _1_9} ~19° * 19° 197 (1 Punkt)
1 8 5
3 [119 189 159] = —¢ — —"+ —¢€°. (1 Punkt)

19 19 19



8. (8 Punkte)
Wir wihlen die drei Basisvektoren der Basis B := {by, bo, b3} zum Beispiel zu

1
by = |0 € P, (1 Punkt)
_2_
o
bp=|1| € P, (1 Punkt)
_3_
[ 2
by = | 3 | L P an der Stelle (0,0,0). (1 Punkt)
—1

Es muss nun gelten, dass

T(by) = by = 1by + 0by + Obs,
T(bQ) = bg == Obl -+ 1b2 + Obg,
T(bg) = —b3 = Obl + Obg - 1b3

Daher erhalten wir

. (1 Punkt)
Zudem gilt
10 2
Lpe=E"'"B=B=0 1 3
2 3

fiir die Transformationsmatrix Lgg von der Standardbasis £ zur Basis B und damit folgt

1o 277 (3 -3
Les=1Lgs= 10 1 3 = —lg 15? %1 (2 Punkte)
2 3 —1 T 2 -5

fiir den Basiswechsel von B zu &.



Deshalb erhalten wir schlussendlich

(10 271 0 0 N
=1 3 5 3
Mr =[T)e = Lpe[T)gLlge = [0 1 3 01 O -3 2 35
1 3 1
:2 3 =1/ [0 0 -1 T
o ]
23 1] |7 % —1u
3 _6 27
’ 51
= =% —2 3| (2 Punkte
27 §7 5 ( )
| 7 7 7

9. (8 Punkte)

Wir bezeichnen mit [¢]z die Matrixdarstellung von v beziiglich B und mit L, die Transfor-
mationsmatrix von B nach B. Die Matrixdarstellung [¢] 5z von ¢ beziiglich B gentigt folgender
Gleichung

()5 = LgglYlsLis. (1 Punkt)

Wir berechnen daher Lz, und Lg,llg und erhalten

ot 2o 42 121 5 LT
Lgg=B"'B=12 2 1 01 1l=|1 0 —=1{]0 1 1|=|1 0 —2| (2Punkte)
1 0 2 113 2 -3 0113 I
und
_5 1 177! _1 _1 1
-1 M S o> 1 3
41 1 1o s
3 3 3 4 4 4
Somit gilt
W5 = Lygl¢]sLgs
B 5 7
—9% _11% é L 10l [=3 35 3
A I P
-z —1 ozl 1 2 L5 3 3
.1 1 _17[_5 1 1
232 372 252 3 3 3
=% o x|l 0 =2
S s s |41
L 4 4 4. 3 3 3
Tl 1 17
3 3 3
=118 4 —=3|. (3 Punkte)
5 2 1
™3 T3 3




Gute Ideen in einer Aufgabe konnen zusatzliche Punkte ergeben. Die Punktzahl einer Auf-
gabe kann jedoch nie die Maximalpunktzahl der Aufgabe iiberschreiten.

Andere Losungswege als in diesem Losungsvorschlag ergeben die entsprechende Anzahl
Punkte, gemessen am Erkenntnisfortschritt in einer Aufgabe. Es gibt 1/2-Punkte.
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