1. [30 Punkte]

Sei V' der Unterraum der Funktionen R — IR aufgespannt von
bi:t—e, byt e®, byt el
Sei 8, 32,33 € V*,
Bl f(t) = f0), B () = f10), B f(E) = f1(0).
Sei v = e + e + e3 € V, und gegeben sei folgende lineare Abbildung:
F: V=V, F:ft)— f(t).
a) Zeige, dass B* = {/3', 3%, 3*} eine Basis von V* ist.
Sei B* = {B', 32, 3} die Dualbasis von B = {b;, by, by} auf V*, und sei B = {by, by, b3} die
Dualbasis von B* auf V.

b) Bestimme die Koordinaten von 3*, 32, 3% beziiglich der Basis 55*.

¢) Berechne die Koordinaten von l~71, 52, 53 be:ziiglich der Basis B. Berechne die Transformati-
onsmatrix L von der Basis B in die Basis B.

d) Berechne die kontravarianten Koordinaten von v beziiglich 3, und auch beziiglich B.
e) Berechne die Darstellungsmatrix von JF beziiglich B, und auch beziiglich B.

f) Finde die Eigenwerte und Eigenvektoren von F.

2. [20 Punkte]

a) Sei U einer Vektorraum mit Basis B = {by,...,b,}. Sei h: U x U — U eine bilineare
Abbildung, und sei § € U*. Sei g: U x U — R, (u,v) — S(h(u,v)). Bestimme den Typ
der Tensoren u, (3, g, h. Ausdriicke, nutzend Einstein-Summenkonvention, die Koordinaten
von g (beziiglich B) durch die Koordinaten von (3, h (beziiglich B).

b) Wie verhilt sich ein Tensor 7" vom Typ (0, 2), (4,0), (1,2) und (2,2) jeweils unter Basis-
wechsel (ausgedriickt in der Einstein-Summenkonvention)?

¢) Welche der folgenden indizierten Grossen (), R, S, T besitzen das Transformationsverhalten
eines Tensors? Bestimme gegebenenfalls den Typ des Tensors.
QUF = AIN ARQ™™, Rl = ANLJLYR. - Si = ALTS!

T mTnT 'mn? jmo

Ti = SLALLITE.

d) Sei V = R? und sei B = {e1, eo} die Standardbasis. Bestimme die Dimension des Vektor-

raums R von Typ (1, 3) Tensoren Tf]k auf V. Bestimme die Dimension des Unterraums S

von Tensoren T}, mit der folgenden Symmetrie:

T}y =T, firalled, j, k, 1 € {1,2}.

Jki

Jetzt sei T}, = i+ j + k — I (wobei 7,7, k,1 € {1,2}), dann gilt T € S. Berechne

() () ()



3. [30 Punkte] Sei VV = R? mit dem folgenden Skalarprodukt:

2 —-11

g VxV =R, (uv)—u Av, wobeid=|—-1 3 2

1 2 4
3 2 0
Sei B die Standardbasisund sei B’ = ¢ ) = [ 1| ,b5= 1] ,b5= [0
0 1

a) Bestimme die Matrix L des Basiswechsels von B nach B’. Bestimme die Matrix A = L.
b) Bestimme die Koordinaten g;; und ggj von g beziiglich der Basis B und 5'.

¢) Bestimme die reziproke Basis von B und die reziproke Basis von B’ beziiglich g. Ist B resp.
B’ eine Orthonormalbasis beziiglich g?

1
d) Gegeben sei ein Vektor v € V' mit den kontravariantem Koordinatenvektor [v]z = | 2
-1
beziiglich B. Berechne die kovarianten Koordinaten v; von v beziiglich B.

e) Berechne die kontravarianten Koordinaten v von v beziiglich B'.

4. [20 Punkte] Sei V = R? mit Orthonormalbasis B = {ey, 5, e3}. Ein starrer Korper dreht mit

2 5 —4 0
Winkelgeschwindigkeitw’ = | —1 |. Der Triigheitstensor von dem Korperist [;; = | =4 7 —4
3 0 -4 9

a) Bestimme die kinetische Energie des Korpers.
b) Bestimme die Haupttrigheitsachsen und Haupttrigheitsmomente.

¢) Gib die Gleichung des Trigheitsellipsoids an.



