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Lineare Algebra Il
Bonusaufgabe B

1. Betrachten Sie das Standard-Skalarprodukt im R3 : R3 x R3 — R

a1 by 3
([a2].|b2]) ::Zafbi = aiby + arby + azbs.
as b3 i=1

Rufen Sie sich die folgenden Zusammenhange in Erinnerung:
> Die Linge eines Vektors v = (v1, vz, v3) € R3 ist durch ||v|| = /(v, v)

gegeben: Also |[v|| = (/vi + v3 + V5.

» Fir den Winkel v zwischen zwei Vektoren u und w gilt
(u,w)

TulTwl = €05(7)-

> Zwei Vektoren u und w, welche die Bedingung (u, w) = 0 erfiillen,
heissen orthogonal.




Betrachten Sie die Vektoren Lineare Algebra II
1
C .= 2 s d = —2 s e = O . Aufgabe 1
2

1(a) Berechnen Sie die Lange des Vektors c. Betrachten Sie
zusatzlich die Vektoren f = 2c und g = —3c. Basierend auf der
Lange des Vektors ¢, was wiirden Sie fiir die Langen der Vektoren
f und g erwarten (unter Beriicksichtigung der geometrischen
Interpretationen der Vektoren)?

Antwort. |c|| = V12422 +22 =3,

Wird ein Vektor mit dem Faktor A € R gestreckt, wird seine Lange
mit |A| multipliziert. Also:

Il = l2cll = [2lflcll =2-3=6
lgll =1 =3¢l =]=3lllcll =3-3=9



1(b) Verifizieren Sie Ihre Vermutungen aus Teilaufgabe (a), indem ~ tneere Alecbrall

Sie die Langen der Vektoren f und g berechnen.

. . Aufgabe 1
Antwort. Wir machen das grad allgemein:

A = V(A )2+ (M) + (Aas)? =

= /A (cZ+ 2 +c2) =

= VA /S + 3B+ 2=
= [Alllcll
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1(c) Berechnen Sie die Lingen der Vektoren d und e.

Antwort.
Id]l = V& + (-2 + T2 = V2
lell = V-IP + 025 2 = VT

1(d) Existiert ein Vektor mit Lange 0 im Vektorraum R3? Falls ja,
geben Sie ein konkretes Beispiel fiir einen solchen Vektor.

Aufgabe 1

Antwort. Erstens: Der Nullvektor hat die Lange 0.

Zweitens: Nur der Nullvektor hat die Lange 0. (Eine Summe von
Quadraten ist nur dann Null, wenn jedes Quadrat Null ist.)

1(e) Existiert ein Vektor mit negativer Lange im Vektorraum R3?

Antwort. Nein, die Wurzel aus einer reellen nichtnegativen Zahl
ist immer > 0.



1(f) Berechnen Sie den Winkel ~ zwischen den Vektoren ¢ und d.

Sind die Vektoren ¢ und d orthogonal? Wie gross ist der Winkel
zwischen den Vektoren f = 2¢ und d? Wie gross ist zudem der
Winkel zwischen den Vektoren g = —3c¢ und d?

Antwort. (c,d) =1-4+4+2-(-2)+2-1=2. Somit gilt fiir den
Zwischenwinkel ~:
cos (c,d) 2
v = = —=
lelllidll 3v21

Man findet v ~ 1.4248 im Bogenmass, oder vy ~ 81.635°.

Somit ist auch der Winkel zwischen Ac fiir A > 0 und d gleich 7,
denn:

<>\C7 d> = Acdi+Aodr+Aczdz = )\(C1d1+C2d2+C3d3) = )\<C., d>

Also ist der Cosinus des Winkels (und somit auch der Winkel
selber) zwischen Ac und d immer noch der gleiche:

(Ae, d) e, d) (c,d)

Ixelllidll— [llelliall — lellid]l”
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Achtung: Ist A\ < 0, wechselt das Vorzeichen des Cosinus: iR AEB

(Ae,d) e, d) (c,d)

Il IATellidl — Tellid ] Aufeabe 1

D.h. fir A < 0 ist der Winkel zwischen Ac und d gleich m —~
(respektive 180° — 7).




1(g) Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren d und e.
Sind die Vektoren d und e orthogonal? Wie gross ist zudem der
Winkel zwischen den Vektoren h = 4e und d?

Antwort. (d,e) =4-(—1)+(—2)-0+1-4=0. D.h. der
Cosinus des Zwischenwinkels ist 0, der Winkel selber also ein
rechter. Somit ist fiir alle A # 0 auch der Winkel zwischen Ac und
d ein rechter.

1(h) Versuchen Sie, Ihre Resultate aus den vorhergehenden
Teilaufgaben zu verallgemeinern: Was lasst sich tiber den Winkel
zwischen zwei orthogonalen Vektoren aussagen?

Antwort. v und v sind orthogonal, wenn (u, v) = 0. Sind beide
Vektoren nicht der Nullvektor, so ist der Cosinus des
Zwischenwinkels 0, also der Winkel /2.

1(i) Was lasst sich iiber das Skalarprodukt zweier Vektoren u, v
sagen, welche einen Winkel von 7 einschliessen?

Antwort. u = \v fir ein A < 0. Also
(u,v) = (Av,v) = Mv,v) = A||lv|? < 0.

Lineare Algebra Il

Aufgabe 1



2 Betrachten Sie den Vektorraum R®. Da der Vektorraum R3 Lineare Algebra |l
analog zum Vektorraum R® aufgebaut ist, kdnnen wir im
Vektorraum R3 ein entsprechendes Skalarprodukt definieren:

a bl Aufgabe 2
an b2 5
R5xR5 — R, < N > = Z ajb;j = aiby+a>by+- - -+asbs
: ' i=1
ds b5

Zusitzlich ist die Lange eines Vektors v = (vq, v2, v3, vy, ) € RS
durch [|v|| = /{v,v) = /v + V3 + - + v gegeben.
Betrachten Sie die Vektoren

3 2 0

0 -2 -1
c=\|-2|, d=]| 2|, e=|-4],

-1 -2 6

5 2 0



2(a) Berechnen Sie die Lange des Vektors c. Betrachten Sie Bt ildie

zusatzlich die Vektoren f = 4c und g = —5c¢. Basierend auf der
Lange des Vektors ¢, was wiirden Sie fiir die Langen der Vektoren
f und g erwarten?

Antwort. |c|| = /32 + 02+ (=2)2 + (-1)2 + 52 = /39.

Wird ein Vektor mit dem Faktor A € R gestreckt, wird seine Lange
mit |A| multipliziert. Also:

[£]] = [l4c|l = |4]llc]l = 4v/39

gl = [| = 5¢[| = | = 5[l|c]l = 5v/39

Aufgabe 2

2(b) Verifizieren Sie lhre Vermutungen aus Teilaufgabe a), indem
Sie die Langen der Vektoren f und g berechnen.

Antwort. Wir machen das grad allgemein:

IAell = Va) + -+ (Aes)? =
= oG )=
=V /24 =
= [Alllell




2(c) Berechnen Sie die Langen der Vektoren d und e.

Antwort.
|d|| = /22 + (=2)2+ 22 + (=2)2 + 22 = v/20 = 2V/5
lell = /02 + (*1) T (42 +62+02=1/53

2(d) Existiert ein Vektor mit Lange 0 im Vektorraum R®? Falls ja,

geben Sie ein konkretes Beispiel fiir einen solchen Vektor.

Antwort. Erstens: Der Nullvektor hat die Lange 0.

Zweitens: Nur der Nullvektor hat die Lange 0. (Eine Summe von
Quadraten ist nur dann Null, wenn jedes Quadrat Null ist.)

2(e) Existiert ein Vektor mit negativer Lange im Vektorraum R5?

Antwort. Nein, die Wurzel aus einer reellen nichtnegativen Zahl
ist immer > 0.
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3 Betrachten Sie den Vektorraum P»(R). Da der Vektorraum R3
dhnlich aufgebaut ist wie der Vektorraum P,(R), kénnen wir nicht
nur im Vektorraum R3 die Linge eines Vektors definieren, sondern
auch im Vektorraum P,(R). Die Lénge eines Vektors p im
Vektorraum P,(R) ist wie folgt definiert:

lll = ¢ / p(x)dx = ¢ / WPdx

Betrachten Sie die Polynome

v(x) —3x% +2x — 4
u(x) == 2x*+6
w(x) = —x*> +3x — 8
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3(a) Berechnen Sie die Lange des Vektors v. Betrachten Sie Bt ildie
zusatzlich die Vektoren s = 3v und t = —4v. Basierend auf der

Lange des Vektors v, was wiirden Sie fiir die Langen der Vektoren

s und t erwarten?

Aufgabe 3
Antwort.

HCII—\/fo 2dx—\/f0 —3x2 + 2x — 4)2dx = 11,/2/15.

Wird ein Vektor mit dem Faktor A € R gestreckt, wird seine Lange
mit || multipliziert. Also:

Isll = 113vil = [3[l[v]l = 33y/2/15
[tl] = [I = 4v[l = | = 4lllc]| = 44+/2/15




3(b) Verifizieren Sie lhre Vermutungen aus Teilaufgabe a), indem
Sie die Langen der Vektoren s und t berechnen.

Antwort. Wir machen das grad allgemein:

vl =/ [ vt pe -

1
)\2/ v(x)2dx =
0

= V2 /1 v(x)?dx =
= [Alllv]]

3(c) Berechnen Sie die Langen der Vektoren u und w.

Antwort. |u|| = \/fo x)2dx = \/fo 2x2 + 6)2dx = 4/14/5.
Il = /S wix)2dx = \/J2(—x2 + 3x — 8)2dx — /TATT/30.
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3(d) Existiert ein Vektor mit Linge 0 im Vektorraum P»(R)? Falls
ja, geben Sie ein konkretes Beispiel fiir einen solchen Vektor.

Antwort. Erstens: Das Nullpolynom p(x) = 0 hat die Lange 0.

Zweitens: Nur das Nullpolynom hat die Lange 0. Denn: Das
Integral einer Funktion > 0 ist nur dann Null, wenn die Funktion
selber auf dem Integrationsintervall tiberall Null ist. Und ein
Polynom, das auf [0, 1] identisch Null ist, ist das Nullpolynom.

3(e) Existiert ein Vektor mit negativer Lange im Vektorraum
P2(R)?

Antwort. Nein, die Wurzel aus einer reellen nichtnegativen Zahl
ist immer > 0.
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4. In der Tabelle sind die Vektorraume aufgefiihrt, welche in den
vorhergehenden Aufgaben diskutiert worden sind. Da die drei
Vektorraume ahnlich aufgebaut sind, wiirden wir auch die Existenz
eines Skalarproduktes im Vektorraum P»(R) erwarten. Vergleichen
und kontrastieren Sie die Eintrage in der Tabelle miteinander —
welchen Ausdruck vermuten Sie fiir den leeren Tabelleneintrag?

Vektorraum V/ Lange eines Vektors v € V ‘ Skalarprodukt zweier Vektoren a, b € V
ay by
R? vl = vvivi T vava T vavz | (| a2 |, (b2 |) =a1bs +axby + a3bs
a3 b3
a by
R® [[v] = Vvivi + -+ v3v3 o 1,1 : =ajby +---+ asbs
as bs
1 L
P2 (R) vl =/ J v(x)v(x)dx (a, b) = [ a(x)b(x)dx
0 0
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