Lineare Algebra Il

Bonusaufgabe

1. Betrachten Sie die folgenden Situation, in welchen ein Wagen mit der Kraft
F entlang einer Steigung gezogen wird.
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1a) Vergleichen und kontrastieren Sie die beiden Vektoren F; und Bt ildie

5. Was konnen Sie liber die Beziehung der beiden Vektoren
zueinander aussagen (geometrisch und algebraisch)?
Aufgabe 1

Antwort:
A: F. und § haben dieselbe Richtung: F. = AS fiir ein A > 0.

B: F = F, und § haben entgegengesetzte Richtung: F. = AS fiir
ein A < 0.

C: F= /-:S und s haben dieselbe Richtung: :’-:s = \S flr ein
A>0.

D: F. =0, also F. = \§ fiir A = 0.

Beachte: In jedem Fall gilt
> £, = \Sfiirein A € R,



1b) Vergleichen und kontrastieren Sie die beiden Vektoren § und Bt ildie

F— I-:’s Was konnen Sie iiber die Beziehung der beiden Vektoren
zueinander aussagen (geometrisch und algebraisch)? Aufiselbe i

Antwort:
A: F — F, und §sind orthogonal: <:E* Fe,8) =0.

Bund C: F— F, =0.
D: F — F, = F und § sind orthogonal: (F — F;,5) = 0.

Beachte: In jedem Fall gilt

—

> F /-:s und s sind orthogonal, d.h. (F — f'js§> =0.



Die folgenden beiden Relationen formalisieren die Beobachtungen
aus den vorhergehenden Teilaufgaben:

) FF=X5 AeR

i) F— F; und §sind orthogonal, d.h. (F — F,,5) =0
1c) Verwenden Sie die Relationen i) und ii), um einen Ausdruck
fur A zu finden:
Antwort:

02 (F - F,5) 2 (F- 23,8 = (F,5) — A5.9).

Auflosen nach A liefert:
(F.5) _(F.3)
(s,8) — lIsl?

1d) Setzen Sie lhr Resultat von der Teilaufgabe c) in die Relation
i) ein, um einen Ausdruck fiir F¢ zu erhalten:

Antwort:

£ 22
S
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2. Wir mochten den Ausdruck aus Aufgabe 1 verallgemeinern. Lineare Algebra |l
Dazu definieren wir die Abbildung

M, :ur {, v) v,
<v, v> Aufgabe 2

wobei u, v € R? und wobei (-,-) das Standardskalarprodukt im
Vektorraum R? bezeichnet. Betrachten Sie die Vektoren

= (e ()~ 6)

2a) Zeichnen Sie die Vektoren ey, e; und v in ein
zweidimensionales Koordinatensystem ein.
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2b) Driicken Sie v als eine Linearkombination von e; und e; aus. ENETERE T

Antwort: v = 2e; + 3e;.

2c) Berechnen Sie die Vektoren T, (v) und M, (v). Zeichnen Sie
diese Vektoren ebenfalls in das Koordinatensystem ein. Was Al 2
scheint die geometrische Interpretation dieser Vektoren zu sein?

Antwort:
e I'Ie (V) = <V’ el> e = <V,€1>€1 = 261
' (e1,er1) '
(v, &)
nez (V) - <€2, 62> € = <V7 62>€2 = 362

Die Projektionen Mg, (v) = 2e; und Mg, (v) = 3e; sind just die
Summanden in der Linearkombination v = 2e; + 3e,.
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2d) Driicken Sie v als Linearkombination von Mg, (v) und Mg, (v) Lineare Algebra |l

aus.
Antwort: v =Tl (v) + Mg, (v)

2e) Vergleichen und kontrastieren Sie lhre Resultate von den gz
Teilaufgaben b) und d). Was fdllt Ihnen auf? Sehen Sie eine

Moglichkeit, die Skalare in der Linearkombination von Teilaufgabe

b) mit Hilfe von Skalarprodukten zu berechnen?

Antwort:

Aus b): v = 2e; + 3e.

Aus d): v =T (v) 4+ Mg, (v) = (v,e1)er + (v, &) e

Also: Die Koeffizienten der Linearkombination ergeben sich

einfach als Skalarprodukt des Vektors v mit den Basisvektoren.

Warum gilt das allgemein?

Sei v = . Dann folgt
(v,e1) =( ce1) = A1 (er,er) +Xo (e, 1) = \g
-1 -0
(v,e) = ,e2) = A1 (e1, ) +A2 (2, &) = A2
~——

=0 =1



3. In der folgenden Aufgabe mochten wir die Abbildung von
Aufgabe 2 fiir den Vektorraum P; (R) untersuchen:

: (9, p)
Mosar (p.p)”

wobei p, g € Py (R) und wobei (-, -) das folgende Skalarprodukt
des Vektorraumes P; (R) bezeichnet:

P1 (R) X Py (R) — R

(0.0 = [ abomtx)an
Betrachten Sie die Polynome
p1(x) =1, pa(x) =2V3x — V3, s(x) = —V3x + 5V3.
3a) Driicken Sie s als Linearkombination von p; und p; aus.

Antwort:

s(x) = —v/3x 4+ 5v/3 = A1 pl(x)+hopa(x) = M 1+A2(2V3x — V/3)

Koeffizientenvergleich (Gauss!) liefert: \p = —1/2, \; = 9—‘2/3.
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3b) Berechnen Sie die Vektoren I, (v) und M, (v). Driicken Sie
s als Linearkombination von I, (v) und M, (v) aus.

Antwort. Beachte: (p1, p1) = (p2, p2) = 1 und (p1, p2) = 0.

o <57,D1> — (s o %
My, (s) = (pl,p1>p1 = (s,p1)p1 = 5 P1
Moy (5) = 2220, — (5, o) = ~1/2p5

(P2, P2)

Also
s =1Tp, (s) +Mp, (s).
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3c) Vergleichen und kontrastieren Sie lhre Resultate von den Bt ildie

Teilaufgaben a) und b). Was fallt lhnen auf? Sehen Sie eine
Moglichkeit, die Skalare in der Linearkombination von Teilaufgabe
a) mit Hilfe von Skalarprodukten zu berechnen?

Antwort: Aufgabe 3
Aus a): s = %pl + %pg.
Aus b):

ﬂPl (5) + ﬂpz (5) - <57 P1>P1 + <5~P2>P2 - 9\7[3131 + %P2 =S
Also: Die Koeffizienten der Linearkombination ergeben sich
einfach als Skalarprodukt des Vektors s mit den Basisvektoren.

Warum gilt das allgemein?

Sei s = . Dann folgt
(s,p1) = ( ,P1) = A1 {p1, p1) +A2 (P2, p1) = M1
—— ——
=1 =0
(s,p2) = ( . p2) = A1 (p1, P2) +X2 (P2, p2) = Ao
—— ——

=0 =1
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