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3.1. Implizite Funktion und ihre Ableitung
(a) Damit
F(a,y) =0,
wobei
F(z,y) = 4(x +vy) — 2 + 2y arctan(y) — log(y* + 1),

tiberall lokal der Graph einer Funktion y(z) ist, miissen wir nach dem impliziten
Funktionentheorem

Fy(ZL‘,y) 7£ O

zeigen. Wir berechnen

2y 2y
F =44 2arct — =44 2arct .
J(o9) = 4+ 2arctan(y) + 2 — =2 — 4+ 2arctan(y)
Da
arctan(y)é(—??) Vye R und 7 <4
folgt

Fy(z,y) =4+ 2arctan(y) >4—7>0 VyeR

und somit die Behauptung.

(b) Die Ableitung von y(x) ist gegeben durch

J(2) :_Fx(x,y(x)) _ 4 —2x _ x—2
Fy(z,y(z)) 4+ 2arctan(y(z)) 2+ arctan(y(x))

(1)
(¢) Um y”(z) zu erhalten, leiten wir (1) auf beiden Seiten ab, daraus folgt mit der

Ketteregel

") = 2 + arctan(y(z)) — (x — 2)%
! B (2 4 arctan(y(z)))?

Weil y/(z) = 0 fiir einen kritischen Punkt zg ist, folgt

1 — 1
y'(xo) = 2 + arctan(y(zo)) |

18. Mirz 2019 1/s



ETH Ziirich Analysis |l D-ITET
F'S 2019 Serie 3 Prof. A.lozzi

3.2. y-einfach und z-einfach Bereiche Mit einer direkten Berechnung erhalten
wir, dass —e™ <y < €7 ist.

Wir definieren die zwei Funktionen
hy)=m, —e"<y<em

log(—y) falls —e™ <y < —1
g(y) = 0 falls —1<y<1
log(y) falls1 <y <e™,

die offenbar stetig sind. Dann gilt
E= {(:E,y) eER?: —e"<y<egly) <z < h(y)} :

und wir sind fertig.

3.3. Implizite Funktion II
(a) Die Menge L ist in Abbildung 1 skizziert.

Y

0.5 1

Abbildung 1: Die Menge L := {(z,y) € R?* | 2*(1 — 2?) + y*> = 0}.

(b) Sei f(z,y) := 22(1 — 2?) — y?, sodass L = f~1(0) gilt. Nach dem impliziten
Funktionensatz ldsst sich L lokal in einer Umgebung von (zg,yo) € L als Graph einer
Funktion y = ¢(x) schreiben, falls 9, f(xo, yo) # 0 gilt. Wir berechnen

ayf(»’lfoayo) = —2yo.

und erhalten somit die Bedingung yo # 0. Diese ist in allen Punkten von L ausser
(£1,0) und (0,0) erfiillt. Umgekehrt folgt aus der Skizze in Teil (a), dass sich die
Funktion in diesen drei Punkten lokal nicht als Graph einer Funktion y = ¢(z)
schreiben lasst.
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3.4. Taylor-Entwicklung

Das lineare Taylorpolynom (=Taylorpolynom erster Ordnung) um (zg, o) ist durch
p1(fs (20, Y0)) (@ — o,y — Yo) = [(20,%0) + f2(20,Y0) - (z — 0) + fy(z0,v0) - (¥ — Yo)
bestimmt, das quadratische durch
p2(f; (0, Y0))(® — 20,y — Yo) =f (%0, y0) + fu(o, v0) - (x — 20) + fy(20,Y0) - (¥ — vo)
1 1
+ §fm($o»yo) (= $0)2 + §fyy($0>yo) (y - 90)2
+ fay (0, 90) - (. — 20)(y — Yo)
(a) Fir die Ableitungen erhalten wir
Lol 9) = faaly) = esing,  fy(,y) = ¢ cosy,

Jay(z,y) =€ cosy, fy(x,y) =—e"siny.

und damit im Punkt (0,7/2):
f(0,7T/2) = fx(077r/2) = fxx’(ov’]r/Q) = 17 fy(oaﬂ—/Q) - fxy(oaﬂ/2) = 07
Sy (0,7/2) = —1.

Das Taylorpolynom ersten Grades ist also

P02 =0,y =S = 1+1- (= 0)+0- (y—n/2) = 1 +2

und das Taylorpolynom zweiten Grades

P, (0 5@ = 0,y = 5) = 1 2 22 = S(y = w/2)

Fiir den Punkt (0,7/2 + 1) erhalten wir die Néherungen

1 1, 31
5 () =55 = 0.96875

T 1

P (0,))0. ) =1 palf.(0. )0,

A

Der Tatsachliche Wert ist (auf 6 Stellen genau

~—

f(0,m/2 +1/4) = "sin(7/2 + 1/4) = 0.968912

Die Naherung durch P, ist also sehr gut.

18. Mirz 2019 3/s



ETH Ziirich Analysis |l D-ITET
F'S 2019 Serie 3 Prof. A.lozzi

(b) Die Ableitungen sind

et/

folz,y) = = f.(1,1)=e

s/
A == L 1) = e

e®/y
fxw(x7y) = yg = f:vac(la 1) =€

ex/y xez/y

fxy(xay):_ y2 _?ifxy(lal):_Ze
x2etlY Qxerly
f(z,y) = " + 7 = fuy(1,1) = 3e

Als Taylorpolynom erster Ordnung um (1, 1) erhalt man

pl(fa(Ll))(‘r_ 17y_ 1) = €+€(SL’ - 1) - €(y— 1)
und fiir das quadratische

Po(f (L 1) (=1, y=1) = ez —1) —ely—1)+ 5 (0= 1) ~2e(a—1)(y—1)+ 5 (y=1)°

Die Taylorpolynome ergeben die folgenden Apporximationen im Punkt (5/4,1/2):

P (LG = L = D =pi( (L D) —g) = e+ qet ge = e~ 476

bzw.

pa(f, (1, 1))(1 = e+1e+1e+e/2-(1/4)2—26-(1/4)-(—1/2)+3e/2-(1/2)2 = ;;e ~ 6.54.

4’ _5) 4 "2
Der exakte Funktionswert ist
f(5/4,1/2) = €°/? ~ 12.18

Die Approximation durch die Taylorentwicklung ist sehr schlecht. Ein Grund dafiir
ist der relativ grosse Abstand von (5/4,1/2) zum Entwicklungspunkt, der andere
ist, dass die hoheren Ableitungen sehr gross sind, falls y einiges kleiner als 1 oder x
einiges grosser als 1 ist. Es gilt z.B.

5
Fuu(5/4,1/2) = (5/4)? - 2452 + 241 - e?/ 2 548,
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(c) Es gilt
f(ﬂ?, y) = pl(fv (ZL'(), yo))($ — 20, Y — yO) + R1(£L',y)

fiir das Restglied der Taylorentwicklung, dass in der Form

R1($7 y) = ;fxx(zsa ys) . (z_x0)2+;fyy(x8a ys) : (y_y0)2+fxy($57 ys) . ($_x0) : (y_y0)

geschrieben werden kann, fiir eine Zahl s € [0, 1] und (x5, ys) = (o + s(z — x0), yo +

s(Y — Y))-
Auf dem Ball B, (0, 7/2) kénnen wir den Fehler also abschétzen durch

|R1($,y>| < 2M - T2

wobei M eine obere Schranke der 2. partiellen Ableitungen ist.
In unserem Fall gilt

| fea(,y)| = |e”sin(y)| < e <€

fur (x,y) € B,(0,7/2) und analog auch fir die Ableitungen f,, und f,,. Wir kénnen
also M = e” als Schranke aller Ableitungen 2. Ordnung auf B,.(0,7/2) wéhlen.
Fiir den maximalen Fehler auf By /4(0,7/2) ergibt dies die Fehlerabschatzung

1
IRy (z,y)] <2-eV4-(1/4)? = §61/4 ~ 0.1605.

(d) Damit wir sicherstellen kénnen, dass der Fehler kleiner als 10~* ist, suchen wir r
so dass (siehe c))

2.72.e" <1074
ist. Die entsprechende Gleichung konnen wir nicht exakt 16sen, wir miissen aber auch
nicht unbedingt den grésstmoglichen Radius bestimmen auf dem die Abschétzung
gilt. Wir konnen folgerndermassen einen sehr guten Radius r bestimmen.
Aus der Gleichung sieht man, dass sicher r < 1072 sein muss und dass damit gilt

-2
2r2e” < 2r2e'0

Falls also 1
2207 < 1074, dh.r < —=1072. 72107 < 1072

V2
gilt die Bedingung
or2e” < 22l < 1074

wie gewiinscht.
Wir erhalten also die gewiinschte Abschéitzung auf B, (0,7/2) fir r = % 1072 -

e~2107% = 0.703580 - 10~2.
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3.5. Kritische Punkte

(a) Die Ableitung ist gegeben durch
Vf(x,y) = (3952 + 3y, 3% + 3:c)
und V f(z,y) = 0 liefert

32% + 3y = 0, 32 +32=0

Aus der ersten Gleichung folgt y = —2? und einsetzen in die zweite Gleichung liefert
3z% = —3x. Also gilt x = 0 oder z = —1 und wir erhalten die folgenden kritischen
Punkte

Krit(f) = {(0,0), (=1, -1)}

Die Hessematrix von f ist gegeben durch

ainn =% )

und wir erhalten in den kritischen Punkten

H(f,<0,0))=<g g) H(f,(—l,—l)):<_36 _36>

Dadet(H(f,(0,0))) = —9 < 0, ist (0,0) ein Sattelpunkt von f. Dadet(H (f,(—1,—1))) =
27 > 0 und tr(H(f, (—1,—1))) = —12 < 0 gilt, ist (=1, —1) ein lokales Maximum von
f
(b) Es gilt

Vf(x,y,z) = 2x + 2yz, 2y + 2xz, 2z + 2xy).
und V f(z,y, z) = 0 liefert die drei Gleichungen

2z + 2yz =0, 2y 4+ 2xz =0, 224 2zy = 0.

Aus der ersten Gleichung folgt x = —yz. Einsetzen in die zweite und dritte Gleichung
liefert dann
2y = 22, 2z = 2y%2

Falls y = 0 gilt, so folgt z = x = 0 und wir erhalten den kritischen Punkte (0,0, 0). Ana-
log folgt aus z = 0 ebenfalls z = y = 0. Falls y, z # 0 gilt, so erhalten wir 2% = 1 = ¢/?
und aus z = —yz folgt auch z? = 1. Also gilt z,y,2 = +1 und durch ausprobie-
ren erhalten wir die kritischen Punkte (—1,1,1),(1,-1,1),(1,1,—-1),(-1,—1,—1).
Zusammengefasst erhalten wir

Krit(f) = {(0,0,0),(-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1), (=1, —-1,—-1)}.
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Die Hessemarix von f ist gegeben durch

2 2z 2y
H(f, (z,y,2)) = | 22 2 2z
2y 2x 2

Wir diskutieren die Hessematrix in den kritischen Punkten:

2 00
H(f.(0,0,0)=| 0 2 0
00 2

ist eine postive Diagonalmatrix und folglich positiv definit. Somit ist (0,0,0) ein
lokales Minimum.

Die Matrizen

2 2 2 2 2 =2

2 -2 2 -2 2 2
2 2 2 2 2 -2
2 2 2 -2 =2 2

haben alle Determinante —36. Wir argumentieren, dass diese Matrizen alle indefinit
sind: Als symmetrische Matrizen, sind diese Matrizen alle diagonalisierbar und die
Determinante ist das Produkt der drei Eigenwerte. Da die Determinante negativ ist,
sind also entweder alle drei Eigenwerte negativ oder es gibt genau einen negativen
Eigenwert und zwei positive Eigenwerte. Im ersten Fall wére die Matrix negativ definit
und im zweiten Fall wire die Matrix indefinit. Da bei allen vier Matrizen der Eintrag
oben links positiv ist, gilt insbesondere e} (H(f,)e; > 0 und keine dieser Matrizen
ist negativ definit. Damit haben wir schliesslich geklart, dass die kritischen Punkte
(—-1,1,1), (1,—-1,1), (1,1,-1), (—1,—1, —1) Sattelpunkte sind.

(c) Es gilt
Vf(r,y) = (e‘<x2+y2) — 2x(x — 1)6_(“72”2), —2y(x — 1)6_(””2“/2))
und V f(z,y) = 0 liefert die zwei Gleichungen
(1— 222 4+ 22)e @) =0, —2y(z — 1)e ") = 0.

Die erste Gleichung ist dquivalent zu 1 — 22% 4+ 2z = 0 und folglich = = (1 £ v/3).
Da x # 1 gilt, ist die zweite Gleichung dquivalent zu y = 0. Somit gilt:

= {(1554). (52}
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Die Hessematrix von f ist gegeben durch

e +2-2x(1 - 227+ 22) —2y(1 — 227 42x) | (24,2
H(f, (x,y)) —( —2y(1 — 222 + 2) (z — 1) (442 - 2) )6 o

In den kritischen Punkten vereifacht sich dieser Ausdruck erheblich, da 1 —2z2+22 = 0
gilt, und wir erhalten

i <1+2ﬁ’0>) - ( _QOJ3 1 —Oﬁ ) AVE

Damit ist der erste Punkt ein lokales Maximum, der zweite ein lokales Minimum.

(d) Ausmultiplizieren liefert f(z,y) = 2z* — 32%y + y* und wir erhalten
Vf(z,y) = (82° — 6xy, —32% + 2y)
und V f(z,y) = 0 is dquivalent zu den beiden Gleichungen

82% — 6xy = 0, —32% 42y = 0.

Die zweite Gleichung liefert y = %x2 und einsetzen in die erste Gleichung ergibt
823 — 922 = 0 und folglich x = 0. Aus der zweiten Gleichung folgt dann y = 0 und
somit

Krit(f) = {(0,0)}.

Die Hessematrix von f ist gegeben durch

i = (2" ).

In dem kritischen Punkt erhalten wir

a0 = (1 5 ).

Da det(H(f,(0,0))) = 0 gilt, ist (0,0) ein degenerierter kritischer Punkt und wir
konnen keine Aussage dariiber treffen ob es sich um ein lokales Maximum, lokales
Minimum oder einen Sattelpunkt handelt.

Wir kénnen das Verhalten von f in (0,0) durch sorgfaltiges betrachten der Definition
f(x,y) = (y — 2%)(y — 22?) kliren. Es gilt fiir jedes z € R\{0}:
3 1
f(z, ix):—1x4<0, f(z,0) =22 >0
Insbesondere folgt fir x — 0, dass f in jeder Umgebung B.(0,0) des Ursprungs
postive und negative Werte annimmt. Da f(0,0) = 0 gilt, kann also f kein lokales
Maximum oder Minimum im Ursprung besitzen.
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