D-ITET Analysis |1 ETH Ziirich

Prof. A.lozzi Serie 7

F'S 2019

7.1. Mehrfache Integrale I

(a) Berechnen Sie das Integral

/[ . sin(z +y + z) de dy dz.
0,7

(b) Sei A; :={(x,y) € R?*||z| + |y| < 1}. Berechnen Sie das Integral

/ z? dx dy.
Ay

(c) Sei Ay :={(x,y,2) € R®|0 <z <y <2< 1}. Berechnen Sie das Integral

/ xyzdrdydz.
Ao

(d) Sei Az :={(z,y)||z|] <|y| < 1}. Berechnen Sie das Integral

/ e’ du dy.
Az

(e) Berechnen Sie das Integral

Y
————dx dy.
/[0,1}2 4 — x2y? v

Losung:

(a) Wir berechnen mit Fubini
/ sin(x—l—y—i—z)dxdydz:/W/F/Wsin(x%—y—l—z)dxdydz
(0,7]? o Jo Jo

:/ﬂ/ﬂQCOS(y-i-Z)dde

0 Jo

:/ / —4sin(z) dz = —8
0 Jo

(b) Wir wenden Fubini an, wobei wir zunéchst in y-Richtung integrieren.

11—l 1
/ x2dxdy:/ / xQdydx:/ (1 — |x| — |z| + 1) dz
Ay —1 1

z|—1 -

—2/1332 x2|a:|dx—4/1x2 $3d$—4<1 1)—1
T4 o - \3 4/ 3
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(c) Wir berechnen mit Fubini

1 rz
/xyzdxdydz:///yxyzdxdydz
As 0o Jo Jo
1oz, 11 1
— Sy dyd :/ Shdy = —
/o/()QyzyZ 087 T8

(d) Wir berechnen mit Fubini

2 1 ‘ | 2 1 2
/ e’ dxdy:/ /y e’ dxdy:/ 2|y|e?” dy
As —1 Jly| -1

1 =1
:2/ 2ye’ dy =2 ¥’ |” =2(e—1)
0

(e) Mit Fubini erhalten wir

/ dxdy—//y dxdy
0,12 /4 — 2%y?

Das innere Integral berechnen Wir mit Hilfe der Substitution ¢ = fx sowie der
bekannten Formel arcsin’(t) = m Damit folgt

Y _ _ (Y
/ L dx / mdt—arcsm(2>.

2

Mit partieller Integration erhalten wir schliesslich

Yy 1
/[071]2 m dx dy = /0 arcsin ( ) / 2 arcsiny dy

1
_ =2
= 2yarcsin(y)|,_¢

[
1 v=3
:arcsin<2)+2 1—92 :84—\/5—2

y=0

7.2. Das Volumen

Berechne das Volumen, welches vom elliptischen Zylinder

922 +4y* =36, 2> 0
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und den Ebenen
—y+z=3
und
z=0
eingeschlossen wird.
Losung:

Es gilt —3 <y < 3. Daher ist 2 = y+ 3 > 0 und die Ebene z = y + 3 ist oberhalb der
Ebene z = 0. Der Korper ist symmetrisch beziiglich der yz-Ebene und somit erhalten
wir

V= A
1dzdx

/ /—\/9 y? Y

—/ /; y+3 dzdxdy

—2/ / y+3 dxdy
—2/ (y+3)x
:2/ 320 y2d
ﬁ@+>g y*dy
4 3 3
:g/gy\/Q—y2dy+4/3\/9—y2dy

=0+2-97
= 18m.

2
3 dy

Beachte, dass im zweitletzten Schritt das Integral von y+/9 — y? verschwindet, weil
dies eine ungerade Funktion ist und wir tiber einen symmetrischen Bereich integrieren,
d.h. das Integral von —3 bis 0 ist betragsmaéssig das selbe, wie das Integral von 0
bis 3, aber mit umgekehrtem Vorzeichen. Das zweite Integral beschreibt die Héalfte
der Flache einer Scheibe mit Radius 3, denn diese kann beschrieben werden durch

/9—q2
I = f§3 f_\/#ldxdy = 2f§3 V9 — y? dy.

7.3. Schwerpunkt Der Schwerpunkt eines messbaren Korpers K C R? mit positiven
Volumen vol(K) > 0 ist definiert als der Punkt S := (s, 5, 5,) mit den Koordinaten

1 1 1
= ddyd - / dedydz, s, = / drdyd
° VOl(K)/Kx raves % vol(K) I i vol(K) g
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Berechnen Sie den Schwerpunkt des Simplex

A? = {(m,y,z)ER?’ZO |x+y+z§1}.

Losung:

Wir berechnen das Volumen von A% mit dem Satz von Fubini als iteriertes Integral:

vol(A?) = /AS dzxdydz = /01 (/Ol_x (/Ol—x—y dz> dy> dx
:/01 </01_x(1—x—y)dy> dx
= /01 [(1 — )y — ;gf]z:;_m dx

S

Wir berechnen als néchstes s,. Hierfiir verwenden wir wiederum Fubini und integrieren
zunachst in z und y Richtung und zuletzt in x Richtung:

Sg 1= Vol(1A3)/ xdxdydz:6/01 (/Ol_x (/Ol_x_yxdz) dy) dx
:6/ </01 (1—x— )xdy)dm

/{(yl—x—y) e
/1 J;dx

1
= 3z — 622 + 323 dx
0

y=0

3 x=1

- 2x2 2x3 + 4'T4:| x=0
3 3 1
— 2 —_ =
2 + 4 4

Man sieht leicht, dass die Integrale fiir s, und s, auf die gleichen iterierten Integrale
fithren. Fir s, gilt beispielsweise

1 1 1—y l—z—y
- ddd:/(/ (/ d)d)d.
% Vol(A3)/A3yxyz 60 0 0 yaz)ar) @

Dies ist das gleiche Integral wie oben (wenn wir die x und y Variablen entsprechend
umbenennen). Die Rechnung von oben zeigt nun s, = i und analog erhalt man auch
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S, = %. Folglich gilt

7.4. Mehrfache Integrale 11

Vertausche in den folgenden Integralen die Integrationsreihenfolge:

@ [ ([ s

o [ ([ renac) ar.

Losung:
(a) Das Gebiet woriiber integriert wird, sieht folgendermassen aus:

Y

Daraus folgt:

[AL )
_ /12 (/\:ﬂf(x,y)de) dy+/12 (/%f(x,y)dx> dy

(b) Das Gebiet sieht hier folgendermassen aus:
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T . I I I I I I x

1 2 3 4 5 6 7 8

Und darum ergibt die Umkehrung der Integrationsreihenfolge:

/02 (ijf(w,y)dx> dy:/os ([; f(x,y)dy) dx

32

=

7.5. Mehrfache Integrale III

Berechnen Sie das Integral

/E(:E—i—y—z)dxdydz,

wobei
E:{(m,y,z)€R3zx>0,y>0,z>0,:v—|—y+z<2}

ist.

Lésung: Die Menge E ist z-einfach, weil
E:{(x,y,z)ER3:(x,y)ET,O<Z<2—LL‘—y}

gilt, wobei

T = {(as,y)GRZ:x>0,y>O,x+y<2}
{(x,y)ER2:0<x<2,O<y<2—x}

ist.

Wir bekommen daher

/E(x%—y—z)dxdydz:/T(/()Q_I_y(x%—y—z)dz) dx dy .
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Das innere Integral ist gleich

2—z—y 2\ z=2—T—Yy 3
/0 (x+y—z)dz:<a:z+yz—> :4(a:+y)—§(x+y)2—2.

Somit erhalten wir

3
4x+y)— 5(:6 +y)? — 2) dzx dy

Az +y) — 2(36 +y)* — 2] dy) dx

!
/~

/E(a:—i-y—z)da:dydz = /

- L

2 3 1 y=2-z
= / {4xy + 2% — = (IQy + xy? + y3> — 2y dx
271 1 2 2
= /0 (21’3 — 222 + 21‘) dxr = <8x4 — gx?’ + x2>0
16 2
= 2——+4+4=—.
3 + 3
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