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9.1. Der Zykloidenbogen

Ein Zykloidenbogen lasst sich folgendermassen parametrisieren:

R (:c(t)) _ (at—asmt)) 0<t<or.

a— acost

Berechne die Lange dieser Kurve.

Lésung: Es ist die Léange L (vy) der Kurve

v @ [0,27] — R?
< at —asint >
t —
a—acost
zu bestimmen. Diese ist gegeben durch:
2m
L) = [ e i a

2m 5 5
= / \/(a—acost) + (asint)” dt
0

2
- / a\/(l —cost)? +sint dt
0

27
= a/ \/1—2cost+coszt—|—sin2t dt
0

27 27 t
= a V2 —2cost dt = a/ 4sin2§ dt
0 o
t

t=2m

2 t
= 2a/ sin— dt = —4a cos—
0 2 2
= —4da-(-1)4+4a-1 = 8a.

t=0

Die gesuchte Lange der Kurve ~ ist also

L(y)=28a.

9.2. Linienintegrale
Berechne die folgenden Wegintegrale im R?:

(a) [, (z +y)dr + (v — y) dy, wobei v die Parabel y = z? vom Punkt (—1,1) zum
Punkt (1,1) durchlduft.
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xy* dy, wobei v den Halbkreis {(x,y) : z* + y* = 4,y > 0} im Gegenuhrzeiger-
b y 2d bei v den Halbkrei 2 2=4 0} im G hrzei
sinn durchliuft.

(c) [, (2*+y?)dz+ (2* —y*) dy, wobei v das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0)
und (0, 1) einmal im Gegenuhrzeigersinn durchlauft.

Losung:

(a) Wir parametrisieren v durch v(t) = (z(t),y(t))! = (¢, ¢*)',t € [-1,1] = 5(t) =
(1,2¢)"
Dann ist das Integral des Vektorfelds A(z,y) = (x+y, x —y) entlang v nach Definition

2= [ 2@t = [ @0 + 0,20 - yie)- (‘*“)) it

y(t)
1 1
:/ (t+t2)-1+(t—t2)-2tdt:/ (—2t> + 3t +-t) dt = 2
—1 -1

(b) A(z,y) = (0, zy?) auf R%. Wir parametrisieren den Halbkreis durch (¢=Polarwinkel)
v:[0,7] = R? t+ (2cost,2sint).

—2sint

= / A= /7r A(y(6)3(t) dt = /W(O, 851n2tcost)( ) dt = 16 /7T sin®t cos® t dt
~ 0 0 0

Zum Berechnen des Integrals benutzen wir die Doppelwinkelformeln

2cost

sin(2a) = 2sin(«a) cos(a), cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 1 — 2sin®*(a).
Also ist der Integrand
.2 2 L. o 1
sin”(t) cos*(t) = 750 (2t) = §<1 — cos(4t))
und das Integral wird

/ A= 2/7r1 — cos(4t)dt = 2t — § sin(4t)|,=f = 27
v 0

(c) Wir teilen den Weg in drei Teile auf (jeweils die Seiten des Dreiecks) und berech-
nen die einzelen Wegintegrale, die wir am Schluss dann addieren.

Von (0,0) — (1,0):

T(t) = (é), (0<t<1),5(t) = ((1)) und damit

1 1 1 1
/ A:/ (t,1%) dt:/ t2dt = ~.
Y1 0 0 0 3
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Von (1,0) — (0,1):

_ (1-t : _ (-1 .
%)= ("), (0<t<1),40) = (7') daher:

/ A= /01((1 S22 (1 1) — ) <_11>dt - /01 o2t = —;
1 :
Y3(t) = (18t)> 0<t<1) At) = (fl) mit Integral

[YSA: /01 (1=t -1 - 1) (_01>dt _ /01(1 —p)2dt = ;

Insgesamt erhalten wir

/ )\:/A+//\+/)\:O.
Y1+72+73 7 Y2 Y3

9.3. Linienintegrale II

Berechne das Linienintegral / K - dx des Vektorfelds K ldngs der Kurve ~ in den
folgenden Féllen: !

3zy t?2+1
(a) K(z,y,2)=| —bz und vt 2t* fur te[1,2];
10z t3

cos(t)

(b) K(z,y) = (_%) und () = (Sm( t)> fir t € [0,2n];
2+ 2 cos(t)
(c) K(z,y,2) = (21‘2 +y> und  (t) = (sin(t)) far ¢ e |0,2n].
e” t
Lésung: Sei
yityt)eR" a<t<b

ein beliebiger Weg und K ein beliebiges Vektorfeld auf R™. Das Arbeitsintegral oder
Linienintegral entlang dem Weg ~ ist dann definiert als

LK Cdx = /awa(t)) () dt
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(a) Wir berechnen
o (3(t*+1) -2t 2t
[Koax= [ 5t || 4t |t
7 102+ 1) 32

2
— / (1265 + 12 — 20¢* + 30t* + 30¢) dt
1

2 r
— / (125 + 10t4 + 1263 + 30¢2) dt
1

2
= (2t° + 2t° + 3t* + 10t%)

1
=2"4+2043.24+10-2° - (2+2+3+10)
= 303.

(b) Es folgt

[ae= [ (0 (o)
- _ /0277(31112 (t) cos(t) + 2sin®(t) cos(t)) dt

=0.
0

2T
= — 3sin®(t) cos(t) dt = — sin®(t)
0

(c) Zuletzt berechnen wir

- cos®(t) +t — sin(t)
/K cdx :/ (20032(75) +sin(t)) ) ( cos(t) ) di
v 0 ) 1
= /02“(_ COSQ(t) sint —tsint — 2 cos3(t) + sin(t) cos(t) + et) dt

2T

1

_ /:W(t sin(t) + 2 cos(t)) dt + (il’) cos® (t) — 5 cos?(t) + et>

0

2w
= —/ (tsin(t) + 2cos®(t)) dt + e*™ — 1.
0

Es bleiben die Integrale [™ ¢ sin(t) dt und [;™ 2 cos®(t) dt zu berechnen. Es folgt mittels
partieller Integration

27 2w 27
/ tsin(t) dt = —tcos(t)] + / cos(t)dt = —2m.
0 0 0
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Weiter folgt

2 27
2 cos®(t) dt = 2/ (1 - sinQ(t)) cos(t) dt
0 0

2 27 27
= 2sin(t)| — 2/ sin®(t) cos(t) dt = —2/ sin?(t) cos(t) dt
0 0 0
2 . 2m
= —gsind(t)o =0.

Daraus folgt

/K-dx=27r+62”—1.
.

9.4. Das Potential

(a) Das Vektorfeld K(z,y) = (y*+ 5, 2xy — 8) ist konservativ. Berechne ein Potential,
wie in Satz 3.12.

(b) Fir das selbe Vektorfeld, berechne ein Potential mit folgender Methode: Sei
f(z,y) das noch unbekannte Potential. Es muss also gelten V f = K. Schreibe diese
Gleichungen explizit hin und versuche sie zu l6sen, indem du nach x respektive y
integrierst.

Hinweis: Wenn man eine von x und y abhangige Funktion nach y integriert, dann
ist die dabei entstehende Integrationskonstante eine von x abhangige Funktion und
umgekehrt.

(c) Vergleiche die Losungen von (a) und (b).

(d) Betrachte nun das Vektorfeld K(x,y) = (2? — 2y* 2 + 5y) und versuche, die
Methode von (b) anzuwenden. Was geschieht?

(e) Was wiirde geschehen, wenn man die Methode zur Bestimmung eines Potentials
von Satz 3.12 auf dieses Vektorfeld anwendet?

Losung:

(a) Da wir bereits wissen, dass K konservativ ist, folgt, dass das Linienintegral

P
f(P):= K -dx

Py
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nicht von der Wahl eines Wegs von F nach P abhangt, und definiert fiir jeden festen
Anfangspunkt P, € R? ein Potential zu K. Der Einfachheit halber wihlen wir als
Weg die gerade Strecke

v o t'—><xt>, teo,1],

von Py = (8) nach P = ("5) Das Potential f ergibt sich dann als

1(0) = [ w6 o
= L) ()
() ()

1
= / [xy2t2 + 5a + 2zt — 834 dt
0

1

ry*t® + (5 — 8y)t] »

= xy* +5z—8y.

(b) Sei f ein Potential zu K. Aus f, (z) = P(gy“) = y? + 5 folgt dann mit dem
unbestimmten Integral

1(5) = Jurenrae = 629t atn) = 504 gl

wobei die Integrationskonstante g(y) noch von y abhidngen darf! Ableiten dieser
Gleichung nach y liefert

fy (?j) =2zy+ 4 (y).

() o) o
Yy Yy

also ¢'(y) = —8 und somit g(y) = —8y + ¢ fiir eine Konstante c¢. Somit ist

Andererseits gilt

f(i) = 2y + 50 -8y +c

ein Potential zu K.
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(c) Die in (a) und (b) enthaltenen Losungen unterscheiden sich hochstens durch
eine Konstante, so wie sich je zwei Potentiale zu einem Vektorfeld um hochstens eine
Kostante unterscheiden.

(d) Sei f ein Potential zu K. Aus f, (i) =P (;) = 2% — 213 folgt durch Integration
nach z, dass

f(i) = /(x2 —2y°)dx = ;w?’ —2zy” + g(y),

wobei die Integrationskonstante g(y) von y, aber keinesfalls von x, abhdngen darf.
Durch Ableiten dieser Gleichung nach y erhalten wir

fy (;) = —62y” + ¢'(y).

Zusammen mit der Gleichung

() o) e
Yy Yy

schliessen wir daraus, dass gilt ¢'(y) = 6xy* + x + 5y. Dies ist ein Widerspruch, da die
Funktion g und damit auch ihre Ableiung nur von y abhéngen darf. Folglich existiert
kein Potential

(e) Das Potential, wie in Satz 3.12 fiir konservative Vektorfelder ist in diesem Falle
nicht mehr wohldefiniert. Denn man koénnte zwar irgendeinen Pfad vom Ursprungs-
punkt fixieren und entlang dieses integrieren, aber das erfiillt nur dann die Bedingun-
gen eines Potentials, wenn dies dasselbe ergibt, wie entlang jedes beliebigen anderen
Pfades.
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