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10.1. Satz von Green I

Berechne die folgenden Integrale zuerst als Linienintegrale, dann mit Hilfe des Satzes
von Green:

(a) I, := }éB{xydx—l—xQdy} mitB::{(z) eER? | 0<x <, O§y§x2/3}
(b) I, := fBB[ydaH—sin(x)dy]mitB::{(Z) eR? | —Z<z<Z, —1 gygcos(x)}

Losung:

(a) Zunéchst skizzieren wir den Rand 0B des Gebietes

B::{<I>GR2 | 0<2<1, 0§y§x2/3}.
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Nun parametrisieren wir die drei Randstiicke G;, G5 und G5 durch die drei Kurven-
stiicke

‘ t ‘ 1 . 1—t
Y1 it 0 , Yo it ; und ~3:t+— (1— )23

wobei wir jeweils ¢ € [0, 1] wéhlen. Die Tangentialvektoren an diese Kurvenstiicke
sind

=) 0 ) 0= (4 )

6. Mai 2019 1/1



ETH Ziirich Analysis |l D-ITET
F'S 2019 Serie 10 Prof. A.lozzi

Daraus erhalten wir

e (a5 ()
L)oo

e [ o= (s~ [ {(0). (1)
L{OH) oo

s o= LR ()
A )

z/ [— (-t ?))(1—t)5/3]dt:/01—§(1—t)5/3dt

5 ! 5
= {(1—75)8/3} =—.

8 0 8
Da die Parametrisierungen der Randkurvenstiicke so gewéhlt wurden, dass der Rand
0B mit wachsenden Kurvenparametern jeweils im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen

wird, gilt

und

sowie

5 3
I, = K-de=L+L+13=0+1—-=-.
oB 8 8
Durch Anwendung des Satzes von Green erhalten wir das gleiche Ergebnis:

I, = K-dac:/ K2 KL dady
0B B

1 ) 1
—/ / 2:5—95 dydx—/ a:-xz/ddw:/ $5/3d:c:§
0 0 8
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(b) Zunéchst skizzieren wir den Rand 0B des Gebietes

B;:{<y>€R2 | g gg, —1§y§cos(x)}.

Gl

G2

S
(2]
[/ I I R =

-12

Nun parametrisieren wir die vier Randstiicke G, G5, G3 und —G,4 durch die vier
Kurvenstiicke

71:t|—>(:2), te0,1], 72:t|—>(_gjm), te0,1],

ysite (2), tel01],  yite () tel-53]

Die Tangentialvektoren an diese Kurvenstiicke sind

5 (f) = (_01> Su(t) = (g) Aa(t) = (2) und A (t) = (_Siln(t))

Daraus erhalten wir

e [ K= [ (Keuona)a= [ (000 (50)) a
L) (e 1o
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e G- £ (25 (35)
Ll o) ) e 10

12 =

S~

und
him [ Kedo= [ (Ka(®).5a(0))dt = /<<y((t<> >>><y8>> o
= () () = f =
I

[} () = 5 ot s

3 t  sin(t) cos(t)] z T
= sin(t) —[— =2——.
z 2 2 2

_T
2

Unter Berticksichtigung der Durchlaufrichtungen der gewahlten Parametrisierungen
der Randkurvenstiicke gilt

I, = K.dx_11+12+13—14_1—7r+1—[2—”}—”.
dB 2 2
Durch Anwendung des Satzes von Green erhalten wir das gleiche Ergebnis

h=¢ K- dx—/rot(K )dB = / [K2 K}
B

5 cos(:p z
—/W/ [cos(x —1]dydx—/

dx dy

B [cos(z) — 1] [cos(z) + 1] dx

:/E {(3032(:1:)—1](13::/2 cos?(z) dx — * da
% —3 —3
x  sin(z) cos(z) 2 3 s o
[2 T ] Ll T2 T T Ty
2

10.2. Satz von Green II
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Es sei a > 0 ein Parameter. Betrachte das kartesische Blatt, welches durch die
Losungsmenge der Gleichung

2® +y° = 3ary
gegeben ist.

x3+y3=3axy fur a=1

Bestimme den Flacheninhalt der geschlossenen Schleife.

Losung:

(a) Setzen wir F(z,y) = 2* + y* — 3azy, so wissen wir nach dem Satz der impliziten
Funktionen, dass sich die Kurve uberall dort lokal als Graph schreiben lédsst, wo
%—5 # 0. Berechne deshalb

OF
— =3y* —3ar =0
dy

= Yy =+azx,

falls z > 0 und keine Losung fiir x < 0. Setzen wir dies nun in die urspriingliche
Gleichung ein, um zu sehen, welche dieser Punkte tatséchlich auf der Kurve liegen, so
ergibt sich

F(z,vaz) = * + (ax)? — 3azv/ax = x? (x% +a?— Sa%) ,
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Die Nullstellen davon sind # = 0 und z = 23a. Die Kurve lisst sich also iiberall,

ausser bei den Punkten (0,0) und (234, \/a25a) = (23a,23a) als Graph einer Funktion
schreiben.

(b) Um die Randkurve des Kartesischen Blattes zu parametrisieren gehen wir wie
folgt vor.
Falls z # 0 ist, wéahlen wir den Kurvenparameter so, dass gilt

y=uat.

Wir setzen dies in die Gleichung 23 + 3® = 3axy ein und 16sen nach x auf:

3at

3 3 3 3,.3 2
= t =3 t & = -
"ty o+t ar T T

Falls = 0 ist, ist y = 0 die einzige Losung der Gleichung 2® + y® = 3axy .
Insgesamt erhalten wir die parametrisierte Kurve

tr—wy(t):(x(t)) sal (1) fir t € R\ {—1}.

y(t) )~ 1+83

In der Bemerkung weiter unten wird ausgefiihrt, dass der geschlossene Teil des
Kartesischen Blattes genau die Kurve

(1) 3at (1 ‘
(y(t)) 11 (t) mit ¢t € [0,+00),

ist und, dass die Flache links von der so parametrisierten Kurve liegt.

Zur Berechnung des Flacheninhaltes von B betrachten wir das Vektorfeld

K<x> - (0) mit rot(K) = K2 — K' = 1.
Yy x

Mit Hilfe des Satzes von Green erhalten wir
Fléiche[B] :/ du:/ rot (K) dy Gie“f K.dx:f xdy:/oo () §(t) dt
B B oB OB 0

_/oo 3at  6at - (1+ %) — 3at? - 3t
0

: dt
1+ (1+3)2

% Gt - (1+t%) — 3¢% - 3t2 0 2(1 + ¢3) — 3t3
— 2 _ 2 2
= 3a /0 (141¢3)3 dt = 3a /0 (14 ¢3)3 S dt
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Durch die Substitution v :=1+t* = du = 3t*dt, u(0) =1, lim;_, u(t) = oo folgt

0 2u — 3(u — 1
Flache[B] = 3a2/ Zu—3lu-1)

1 u3

du = 3a? /OO [SU_?’ —u_2] du
1

3 3
:3a2[—2u_2+u_1] :3a2[2—1]:2a.

1
Der Flacheninhalt des geschlossenen Teils des Kartesischen Blattes betréigt %aQ.
Bemerkung: Als Begriindung, dass der geschlossene Bereich der Kurve

(G0 (@) oo

143

durch das Intervall 0 < t < +oo parametrisiert wird, miissen wir den Verlauf der
Kurve analysieren.

Beit = —1 wird die Parametrisierung singular: Fir ¢ - —17 geht x — —o0, y — +00,
fir t - —17 geht x — 400, y — —o0. Das Bild der Kurve geht in verschiedene
Richtungen ins Unendliche. Interessant ist, dass die Summe

_ 3at N 3at? 3at(1 +t) o 3at 4L
Sl 1+ (L)1 —t+12) 1 —t4t2

r+y

dabei beschrankt bleibt, das heisst die Kurve schmiegt sich asymptotisch an die
Gerade x +y = —a an.

y(t)

t — —oo exitieren die Grenzwerte
3at
lim () _ lim (5] = 0 .
t—+oo y(t) t—+too 1—?—153 O

t .
Damit der Abschnitt der Kurve z(t) mit ¢ € [ty, ta], t1 # ta2, geschlossen ist, miissen

(y(t)
die Endpunkte die gleichen Bilder haben, das heisst <I<t1)> = (m(t2)>

Die Kurve (x(t)) ist in jedem Punkt ¢ # —1 stetig, und auch fir ¢t — +o0o0 oder

y(t1) y(tz)
Die Kurve kann sich auf keinem endlichen Teilintervall schliessen, denn fir z(¢) # 0

gilt stets ¢ = y(t%l, woraus der Widerspruch t; = ¢, folgt. Ausserdem wird x(t) = 0 nur

x(t
fiir einen endlichen Wert, t = 0, angenommen.
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y(®) 0 y(0)
auf dem Intervall ¢ € [0,+00) geschlossen. Die Endpunkte werden beide auf 8)
abgebildet.

Das andere Intervall ¢t € (—o0, 0] ist nicht zuléssig, weil die Kurve bei t = —1 nicht
definiert ist und ins Unendliche geht.

Im Unendlichen gilt jedoch auch (x(t)) sy <0> = (x(())) Deshalb ist die Kurve

Bleibt die Frage zu klaren, warum das Innere der Schleife

x(t) s
t e [0, +OO) — = %—gfz
y(t) 1+t3
links von der Kurve liegt, wie es fiir die Anwendung der Green—Formel notwendig ist.
Das liegt daran, dass fiir t # 0 die Gleichung

,_u0)

x(t

~—

gilt, aus der folgt, dass t der Anstieg der Geraden ist, die die Punkte (8) und <z(t)>

verbindet. Ausserdem gilt fur ¢ € [0, +00), dass x(t),y(t) > 0 ist.
Folglich liegt die Kurve im ersten Quadranten, beginnt fiir ¢ = 0 im Ursprung und
verlauft dann, wenn man mit ¢ von 0 zu +oo lauft, so, dass der Anstieg (= t)

des Vektors <z§2 ) standig wéchst, bis am Ende fir x — +oo die Kurve wieder im

Nullpunkt endet. Das kann nur sein, wenn das Innere des von der Kurve umschlossenen
Gebietes links von der Kurve liegt.

10.3. Satz von Green III

Die Randkurve 0B des Bumerangs B, (siehe die Zeichnung unten) kann parametrisiert
werden durch

Ly (x(t)) _ (40052(25) —l—cos(t)) fir 1€ [0,21).

sin(t)
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Bestimme den Schwerpunkt von B.

Hinweis: Berechne das Integral

/ xdx dy
B

mit Hilfe eines geeignet gewéhlten Vektorfeldes K = (g) mit @, — P, = x.

Benutze ferner die Integrale

2w 3 2m
/ cos'(t) dt = Zﬂ und / cos™ 1 (t)dt = 0 fiir alle n € N.
0 0

Losung:

Die Randkurve 0B des, in untenstehender Figur dargestellten, Bumerangs B kann
parametrisiert werden durch

R (x(t)) _ (40082(t)+cos(t)) fir 1 e [0,2n),

sin(?)
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Zur Berechnung des Flacheninhaltes von B betrachten wir das Vektorfeld

i 0 . 8L2 8L1
L = Ly=——-—=1
(y) <$> mit  rot(L) 5 oy

Mit Hilfe des Satzes von Green erhalten wir

Flache[B] = /Bdu = /Brot(L) du=¢ L-dx= ]ngdy = /O%x(t)y'(t) dt

0B

27

- /027r {4(:032(15) + cos(t)] cos(t) dt = /o cos?(t) dt = .

Aus Symmetriegriinden muss die y—Koordinate y, des Schwerpunktes verschwinden
und es bleibt die x—Koordinate x, zu berechnen. Dazu betrachten wir das Vektorfeld

T 0 . (9K2 8[(1
K = 2 K = —— —— =
(y) <x> mit rot(K) e o x
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Mit Hilfe des Satzes von Green erhalten wir

1 1
s = =————— du = 7/ t(K)d
v Fléiche[B]/Bx a Flache[B] BrO( ) du
1 1 x? 1 2
Flache[B] JoB R RO ) ®)9(t)
1 2 2
= —/ {4 cos?(t) +cos(t)} costdt
2m Jo
1 2w 8 3w
= — 1 5 4 3 :| = —— = 9.
27r/o { 6 cos’(t) + 8 cos™(t) + cos®(t) | dt ) 3

Wobei wir uns den Hinweis in der Aufgabenstellung zu Nutze gemacht haben:
2w 3T 2w
/ cos*(t) dt = e und / cos® T (t)dt =0 fiir alle n € N.
0 0

Der Schwerpunkt des Bumerangs ist also

- (1) - (6)
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