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Losung - Serie 18

1. Klicken Sie die wahren Aussage an.

v/ (a) Der Operator div(-) ordnet einem Vektorfeld ¢ ein Skalarfeld div ¢/ zu.

o 3’01 81)2 3’[)3
b) dive= 22, 22 958
®) divo <(‘3x’8y’82
(¢) div ¥ des Coulombfeldes ¥ ist Null.
(d) Der Operator grad(-) ordnet einem Skalarfeld f ein Vektorfeld grad f zu.

(e) graddiv ¥ ist eine zuldssige Bildung.

Die Divergenz eines Vektorfelds ¥(z, y, z) ist definiert durch

divy= v, 92, O
Ox 9y 0z
Also ist (a) wahr und (b) falsch. Das Coulombfeld ist gegeben durch

. T Yy z
U(I7y7 Z) = C(ﬁv ﬁa Tig,)a

wobei r = \/x2 + y? + 22. Eine kurze Rechnung zeigt, dass div ¢(z, y, z) = 0.
Der Gradient eines Skalarfeldes f ist definiert durch

grad £ (2 9,2) = (50 (0.9:2), (002, 5 (@1 2)).

Also ist (d) wahr. Aus (a) und (d) folgt, dass (e) wahr ist.

Bitte wenden!



2. Gegeben ist das Vektorfeld
U (x,y,2) — (a:zar, y2Pr, 227“3) mit 7= \/W
Fiir welche Konstanten « und 3 ist rot & = 0?
(@ a=0undp =0.
(b) a=1undp=3.
(¢) a=3undf =2.

(d a=3undp =3.

Wir verwenden % =Z, (% =, % =0.
0/0x xz%r 3yz2r — By~ 0
rotv= | 0/0y | x |yzPr | = azz*"'r—322%r | =(0] <= a=5=3
0/0z 22r3 xyPr—t — zyzr—! 0

Somit ist (d) die richtige Antwort.

3. Klicken Sie die richtigen Aussagen an.

T 1
@ div|y| =11
z 1
1
b) grad(z+y+2)=|1
1

(¢) rot(grad(z+y—+2))=0

T 0
d rot{y| =10
z 0
T
) div|y] =3
z

Die Divergenz ist immer ein Skalar, da

Qv | vz | Jvg
ox Oy 0z

Ausserdem ist rot(grad(z +y + z)) = 0.

Siehe nichstes Blatt!



4. Welche der folgenden Kurven sind Feldlinien des Vektorfeldes ¥(z, y) = (x, —y)?
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(a) Die griine Kurve.
v (b) Dierote Kurve.

(c) Die orange Kurve.
v/ (d) Die pinke Kurve.

Die orange Kurve ist in einer Umgebung von (0, 0) nicht tangential zu den Feldvektoren. Analog ist die
griine Kurve keine Feldlinie. Die pinke Kurve ist eine Feldlinie, weil keine Aussage iiber die Durch-
laufrichtung gemacht wird.

Hinweis: Benutzten Sie die Geogebra-App unter folgendem Link

https://metaphor.ethz.ch/x/2019/£fs/401-0262-GXL/auth/nethz/geogebra/6.
2_operatoren.html

um Vektorfelder, div und rot zu visualisieren.

Bitte wenden!



. Es seien a und ¢ Konstanten. Das Vektorfeld

2,2
” _ 2 Ty 2 2wy
(z,y,2) =c (1 —a @y —a @ y2)270)
beschreibt die Stromung einer idealen Fliissigkeit um einen Zylinder vom Radius a, dessen Achse mit
der z-Achse zusammenfillt (siehe dazu die Abbildung und eine animierte Visualisierung unter folgen-
dem Link: https://tinyurl.com/ethanalysis—laminarflow).

a) Zeigen Sie, dass div v = 0 und Y

b) dass rot v = 0 gilt,

¢) dass an der Oberfliache des Zylinders die Str6-
mung tangential verlduft und

d) dass in grosser Entfernung vom Zylinder das \Ju x

Vektorfeld nahezu homogen ist.

e) Bestimmen Sie weiters die Punkte maximaler
und minimaler Geschwindigkeit auf der Zylin-

deroberflache.
Losung:
a) Es gilt
o p2u(@ 4P — (2 =yt S20(2® +y) — 2aydy
divi=c| —a @2 177 a @2 1 77
x Y x Yy

_ o (223 + 22y — 423 + day? + 223 + 22y — 8wy _
= —ca @+ )P =0.

b) Klar ist, dass die 1. und 2. Komponente von rot ¢ verschwinden.

(22 + y2) — 2zy4d —ou(z2 + u2) — (22 — )4
(rot )3 = ¢ _a? y(x +2y)23xy J3+a2 y(x +y2) 2(:E3 y*)dy
(22 +y?) (2% +y?)
9 —2x2y—2y3+8x2y—2x2y—2y3—4x2y+4y3 0
=ca -0
(22 4+ 42)3

¢) Essei P = (z0, Yo, 20) ein Punkt auf der Zylinderoberfliche, d. h. 3 + y2 = a?. Der Tangential-
vektor T in P parallel zur zy-Ebene ist gegeben durch T' = (—yjg, g, 0).

2,2 .2 9 92 9 5 )
ﬁ(xo,yo,zo):c(l_aga Z/(A)1 yO,—a2 JJ04Z/070) :C<Z/20, 332090’0) _ 2o T
a a a a

Das heisst 7 || 7.

d) Essei P = (z,y, 2) ein Punkt im Abstand R von der z-Achse, d. h. 22 + y? = R2. Dann gilt
a’(2® —y?) _ a’(@® —y?)
(@2 + 2)? R4
2 2

9 9 a’2ry  a“2xy ..
|2zy| < 2 +y~ und ZigE W —0 fir R— o0

Also strebt ¥ — (¢, 0, 0) fiir R — cc.

|22 — % < 2% +9® und —0 fir R— oo

Siehe nichstes Blatt!



e) Aus c) folgt fiir den Betrag der Geschwindigkeit auf der Zylinderoberfldche

. 2c = Yo
7l = |~ S0 I7] = 21el| 2],
a a

Man sieht sofort, dass |0 auf der z-Achse minimal und auf der y-Achse maximal ist.

[vl=max

IvI=0 lvl=0

[vl=max

6. Gegeben ist das zweidimensionale Vektorfeld o(x,y) = (:c2 — 92, 233y). Zeigen Sie, dass die Kreise,
welche die x-Achse im Ursprung beriihren, Feldlinien sind und bestimmen Sie die Koordinaten der
zugehorigen Kreismittelpunkte.

Lisung: P = (x0,y0) € R? mit yo # 0. Der Kreis K durch (¢, o), welcher die z-Achse in (0,0)
beriihrt, ist von der Form

K : 224 (y—m)? =m? oder 22 +y?—2my=0.

Mit (x0,y0) € K erhalten wir m =
2yo0

Sei M = (0, m) der Mittelpunkt des Kreises. Wir miissen nun zeigen, dass MP- ¥(xo,y0) = 0 gilt.

2

2

j - ~ -

MP - 0(x0,y0) = (%0, Y0 — m) - ¥(x0,y0) = (ffo, yozy g
0

) (@d = y5, 2woye) =0

Bemerkung: Eine weitere Feldlinie ist die 2-Achse.

Y

P = (20, 90)

U(zo, o)

7. Ein ebenes Vektorfeld K (z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) wird harmonisch genannt, falls
divK =P, +Qy=0und rot K = Q, — P, =0.

Ferner bezeichne K, das Feld, das entsteht, wenn jeder Feldvektor eines Feldes K um den Winkel «
gedreht wird.

Das Feld K sei harmonisch. Zeigen Sie, dass dann auch K, harmonisch ist.

Bitte wenden!



Hinweis: Ist (x,y) ein Punkt in der Ebene, so berechnet sich der um den Winkel o gedrehte Punkt durch
cosae —sina) [z
sina  cosa y)

Losung: Es sei das Vektorfeld K (z,y) = (P, Q) harmonisch. Das um den Winkel o gedrehte Vektor-
feld K, hat die Komponenten

K (%) = (cosa —sina P\ [cosa-P —sina-Q
“\y/)  \sina cosa Q) \sina-P+cosa-Q)’
Die Divergenz von K, berechnet sich zu
0 0
divKa:%(cosa-P—sinoz-Q)—l—a—y(sina~P—|—cosoz-Q)
=cosa- (P, +Qy)s —sina - (Q, — Py)
=0.

Die letzte Gleichheit gilt, da K harmonisch ist. Analog berechnet sich die Rotation von K, zu

0 . 0 .
rot K, = %(sma~P—|—cosa'Q) — a—y(cosch—sma-Q)

=cosa- (Qy — Py)+sina- (Py + Qy)
=0.
Folglich ist das gedrehte Vektorfeld K, ebenfalls harmonisch.

8. Eine Gerade geht durch den Punkt (1,0, 0) und hat den Richtungsvektor (0, 1, 1). Ldsst man sie um die
z-Achse rotieren, so erzeugt sie eine Flache (einschaliges Rotationshyperboloid).

a) Geben Sie eine Parameterdarstellung dieser Flache an.
b) Bestimmen Sie die Gleichung dieser Fléche.
¢) In welchen Punkten der Fliche ist der Normalenvektor parallel zur Richtung des Vektors (1,1, —1) ?
d)! Berechnen Sie den Inhalt des Flichenstiicks zwischen den Ebenen z = 0 und z = 2.
Losung:

a) Eine Parameterdarstellung der Geraden ist gegeben durch

1 0 1
Ft)=(0]+t|{1| =11 —00 <t < 00.
0 1 t

Als zweiten Parameter fiir die Fldchendarstellung wéhlt
man den Drehwinkel ¢ der Drehung um die z-Achse, de-
ren Matrix durch

cos¢p —sing 0
sin ¢ Cos ¢ 0
0 0 1

ISie werden am 29. Mirz in der Vorlesung anschauen, wie man den Oberflicheninhalt eines durch eine Parameterdarstellung
gegebenen Flachenstucks berechet.

Siehe nichstes Blatt!



gegeben ist. So erhilt man fiir die Parameterdarstellung der Fliche

cos¢p —sing 0 1 cos ¢ — tsin ¢
7(t,¢) = | sing cos¢p 0 t] =|sing+tcoso —oco<t< oo, 0< ¢ <27,
0 0 1 t t

b) Aus der Parameterdarstellung folgt z = ¢. Dies eingesetzt fiihrt zu
r=cos¢—zsing, y=sing+zcos¢ unddaraus 2%+ y? =1+ 22
Die Gleichung der Fliche lautet also 22 + y? — 22 = 1.

¢) Der Gradient (2, 2y, —2z) der Fldchengleichung steht senkrecht zur Fléiche. Also

2z
2y H 1l —=y=z&z=u=x.
—2z -1

Da der Punkt auf der Fliche sein soll, folgt 2+ y2 — 22 = 22 = 1 und somit x = +1. Man erhilt
somit die beiden Punkte P, = (1,1,1) und P, = (-1, -1, —1).

d) Man berechnet den Betrag des Normalenvektors

—sin ¢ —sin¢ — tcos ¢ —cos ¢ + tsin ¢
|7y X 7| = cos¢ | x cosp—tsing || =|| —sing —tcoso || =+/1+2t2
1 0 t

und erhdlt fiir den Flacheninhalt

2 2

F= //\/1+2t2dtd¢—277/\/1+2t2dt

—2wf  [VEIVIT 2R 4 log(va 1+ VT128)] =

= 671 + ﬁ log (3 +2V2) ~ 22.77.

\if( 223 +1log(V2-2+3))



