D-MAVT/D-MATL Analysis 11 FS 2019
Dr. Andreas Steiger

Losung - Serie 19

1. Die Fliche S sei einerseits durch die Parameterdarstellung (u,v) — #(u, v) und andererseits durch
die Gleichung f(z,y,z) = 0 gegeben. Wir betrachten einen festen Punkt Py mit Ortsvektor (ug, vp)
auf der Fliche S. Dann gilt: Die Vektoren grad(f(Fp)) und 7, (ug, vo) X 7 (uo, vo)

(a) sind gleich.

(b) sind entgegengesetzt gleich.

v/ (c) sind parallel.

(d) stehen senkrecht aufeinander.

(e) sind weder parallel noch stehen sie senkrecht aufeinander.

Wir wissen aus IV.7, dass der Gradient senkrecht auf der Niveaufliche f(z,y,z) = 0 steht. Aus VL3
wissen wir, dass das Vektorprodukt 7, x 7, senkrecht auf der Fliche S steht. Folglich miissen die

beiden Vektoren parallel sein. Sie miissen nicht gleich oder entgegengesetzt gleich sein (wir konnen f,
und damit den Gradienten von f, beliebig reskalieren und erhalten die gleiche Fliche S).

Bitte wenden!



2. Es sei eine Fliche durch die Parameterdarstellung (u,v) — 7(u,v) gegeben. Der Vektor 7i(u,v)
bezeichnet den Normaleneinheitsvektor zur Fldche. Es bezeichne Py den Punkt auf der Fliche, der zu
(uo, vo) gehort. Klicken Sie die richtigen Aussagen an.

(a) Der Vektor 7, (ug, vo) liegt in einer Tangentialebene zur Fliche im Punkte Pp.

(b) Wenn 7, (ug, vo) und 7, (ug, vo) linear unabhiingig sind, dann spannen sie die Tangentialebene zur
Fliche im Punkte Py auf.

(¢) i(ug,vo) = 7u(uo,v0) X 7y(uo, Vo).
(d) Der Vektor 7, (ug, vg) ist tangential an die u-Linie, die durch P, geht.

Aussagen (a) und (b) stimmen, da die Tangentialebene durch die Vektoren 7, (ug, vo) und 7, (g, vo)
aufgespannt wird.

Aussage (d) stimmt, da 7, (ug, vg) gerade die Richtungsableitung entlang der u-Linie ist.
Die einzig falsche Aussage ist (c), denn

Tu (o, Vo) X 7y (g, o)
|Fu(u03v0) X F'U(UO?,UO”

fi(uo, ’Uo) =+

Siehe néchstes Blatt!



3. Der Oberflicheninhalt des Graphs z = f(z,y) einer Funktion f: D — R ist

(a) // dz dy
D

v oo [\ Ren Ry

© / /D o) % f ()] davdy

Hinweis: Parametrisieren Sie die Fldche durch 7(z,y) = (z, vy, f(z,y)).
Eine Parametrisierung des Graphs ist durch
(2,y) = (2, y) = (x,y, [(2,y))

gegeben. Es gilt
Te(2,y) = (1,0, fo(z,y))
ry(z,y) = (0,1, fy(2,9))

o, y) x 7y(@,y) = (= falz, ), = fy(2,9),1).

Daher

A0 = \/£2(w,y) + f3(2.) + L dady

und

0= //D \/ff,(x,y) + fi(x,y) + Ldxdy.

4. Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes
v (z,y,2) = (2,9 + 2,32)

durch das Dreieck D mit Ecken (0, 0,0), (1,0, 0) und (0, 1,0) in Richtung 7 = (0,0, 1).

Vv @ 3
) 3
© -1

D = {(,y,0)[z €[0,1], y € [0,1 — z]}.
Der Fluss ist gegeben durch

D
1 pl—z Z 1 pl—z
:// v?+0]-(0 dydx:// 3z dydx
o Jo 3 1 o Jo
1

:3/0 x((1—x)—0)dx=3<;—§)=;

Bitte wenden!



5. Eine Rotationsfliiche M C R? sei gegeben durch die Parametrisierung
7(u, v) = (cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u), v),

mit (u, v) € [0, 27r] x [—1, 1]. Die Fliche M heisst Katenoid und ist eine sogenannte Minimalfléche.
(Eine Minimalflache einer Kurve ist eine Flidche, deren Rand gerade die Kurve ist und gleichzeitig unter
solchen Flichen ein lokales Minimum im Flidcheninhalt hat.)

a) Berechnen Sie den Oberflicheninhalt A(M).

b) Verifizieren Sie, dass der Flicheninhalt eines Zylindermantels mit Radius cosh 1 und Hohe 2 gros-
serist als A(M).

Losung:

a) Wir bestimmen das Obeflichenelement:

7 (u,v) = (— coshvsinu, coshvcosu, 0)
7y (u,v) = (sinh v cosu, sinhvsinwu, 1)
(7y X 7y) (u,v) = (coshv cosu, coshvsinu, —sinh v cosh v)

(7 x 7)) (u,v)||* = cosh?®v (cos® u + sin®u) + sinh? v cosh? v = cosh? (1+ sinh? v) = cosh*v

= dA = cosh® v dudv

Dann ist der Oberflicheninhalt des Katenoides:

1 2w 1 1
1 h2
A(M) :/ / COSh2vdudv:27r/ coshQUdv:QW/ %dv
-1Jo 1 )

1 1
=27 <1 + %/ cosh 2v dv) =27 (1 —|—/ cosh 2v dv)
—1 0

1
=27 <1 + 3 sinh 2> = (2+sinh2) 7 = 5.62697

b) Der Flicheninhalt eines Zylindermantels mit Radius cosh 1 und Hohe 2 betrigt (4 cosh 1) ~
6.1723m.

Siehe néchstes Blatt!



6. Gegeben ist das Vektorfeld
(z,y,2) =(1—xz,1 —y,1+ 2)

sowie die Fliche S mit der Parameterdarstellung
(u,v) = 7(u,v) = (u —v,u + v,uv)
und dem Parameterbereich
B={(u,v) |0<v <1, |u<1-v}.
Berechnen Sie den Fluss des Feldes ¢ von oben nach unten durch die Fléiche S.

Visualisierungsmoglichkeit fiir ein rechteckiges B auf https://metaphor.ethz.ch/x/2019/
fs/401-0262-GXL/auth/nethz/geogebra/6.3_parametrische_flaeche.html.

\%
Losung:
1
B
U 0.
-1 1

Fiir den Fluss ® = [[ /- 71 dA berechnet man den Nor- =z
malenvektor S

Fuxiy=(11Lv)x(-1, 1, u)=@Wu—v, —u—un,2), °

der nach oben zeigt. So erhilt man fiir den Fluss durch
die Sattelfliche S

1= (1 _ 40\~ w—v\T
/ 1—u—v | —u—v dudv

1
o= f//f)'(f’(u,v)) (Fulu,v) x 7y (u,v)) dudo = 7/
B 0 v—1 1 +uw 2
1 1—v 1 1
1—-v 4
=—/ 2(3uv—v+1)dudvz—2/[%u2v—uv+u} 1d11:—4/(v—1)2dv=—§.
0 vl 0 0

7. Gegeben sei das Vektorfeld
v(z,y) = 2z +y,2 —y)
In dieser Aufgabe berechnen wir den Fluss durch die Ellipse 22 + 4y? = 1 nach aussen.

a) Parametrisieren Sie die Ellipse durch eine Funktion (t) = (x(¢),y(t)), t € [a, b].

b) Beim Punkt ~(¢) berechnen Sie den Tangentialvektor gegeben durch die Ableitung ¥(¢) = (&(t), y(t)).
Finden Sie den nach aussen zeigenden Normalenvektor n(t) zur Ellipse mit gleicher Linge wie

Y ().

Bitte wenden!



¢) Berechnen Sie den Fluss von v durch die Ellipse nach aussen gegeben durch

b
/ v(y(1) - n(t)dt,

wobei wir das zweidimensionale Skalarprodukt
x x! / /
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Losung:

a) Die Parametrisierung der Ellipse ist gegeben durch
1.
~(t) = (cost, 5 sin t), te]o,2n].
b) Durch Ableiten erhalten wir den Tangentialvektor an die Ellipse
. .o, 1
A(t) = (—sint, 5 cos t)
und somit den Normalenvektor, welcher nach aussen zeigt, namlich
1 .
n(t) = (5 cost,sint).

¢) Der Fluss des Vektorfeldes v nach aussen durch die Ellipse ist gegeben als Flussintegral

F /O o(y (1)) - n(t) dt

/27T QCost—i—%sint %cost
2. . dt
0 cost — §smt sint

27

5 1
cos’t + Zsintcostf §sin2tdt

I
N

Siehe nichstes Blatt!



8. Berechnen Sie die Oberfliche eines Rotationstorus mit grossem Radius R und kleinem Radius  (siche
Abbildung).

Lisung: Ein Rotationstorus ist die Menge aller Punkte in R?, die von einem Kreis mit Radius R den
Abstand r besitzen (das funktioniert fiir 0 < r < R).

Der grosse Kreis mit Radius R in der zy-Ebene ist parametrisiert durch
(Rcosp, Rsing,0), fire € [0,27].

Ein kleiner Kreis mit Radius r hat einen Mittelpunkt 5 = (R cos ¢, R sin ¢, 0) fiir ein festes ¢ und liegt
in der Ebene, die durch p'und (0, 0, 1) aufgespannt ist. Damit ist der kleine Kreis parametrisiert durch

- 0
f(cp,a)zﬁ+r£cosa+r 0]sina
7 X
Rcosyp cos 0
= | Rsinyp | +r | sinp | cosa+ 0
0 0 T sin o
(R4 rcosa)cose
= | (R+rcosa)sing
rsin o

mit 0 < a < 27. Lassen wir nun auch ¢ wieder laufen, so erhalten wir die gesuchte Parametrisierung
der Oberfldache.

Um den Fliacheninhalt zu bestimmen, berechnen wir

—(R+ rcosa)sinp —rsin a cos ¢
to(p,a) = | (R+rcosa)cose |, to(p,a)=| —rsinasing
0 7 COS (v

Also gilt
r(R + r cos &) cos a cos ¢
|ty X to| = r(R + rcos a) cos asin ¢
(R + r cos ) sin a(cos? ¢ + sin” @)
COS (1 COS
o) ’

=r(R+rcosa)|| cosasing || =r(R+rcosa)
sin ov

Bitte wenden!



und folglich

27 2
A:// dA:/ / |ty X to|dpda
S 0 0

2w 27
= / / r(R + r cos a)deda
o Jo

2
= 27Tr/ (R+ rcosa)da
0
= 277 [Ra + rsina] =" = 47°Rr-

Interessanterweise entspricht dies dem Mantelflicheninhalt eines Zylinders mit Radius r und Hohe
2 R, also dem aufgebogenen Torus.

Beachte: Im Schritt (*) dirfen wir die Betragsstriche weglassen, da R + r cos o immer positiv ist;
konkret gilt
R+rcosa>R—7r>0.

9. Bestimmen Sie die Mantelfliche des Zylinders {(z,y,z) € R3 : 2% + y? = 16} zwischen den Ebenen
z=0und z = 16 — 2z.

Losung: Ein Zylinder mit Radius 4 ist parametrisiert durch
4 cosu
7(u,v) = | 4sinu
v
Die Ebene z = 16 — 2x schneidet den Zylinder in der Ellipse
{(4cosu,4sinu,16 —8cosu) : 0 < u < 27},

Deswegen ist die Parametrisierung des abgesidgten Zylindermantels gegeben durch

U={(u,v):0<u<2m,0<v<16— 8cosu}.

Siehe néchstes Blatt!



Zusammen mit

—4sinu 0 4cosu
[P X 7| = deosu | x [0)|=|[ 4sinu || =4
0 1 0

bekommen wir fiir die Mantelfldche

2m 16—8cosu
A= // 1dA = // |7 X 7 |dudu :/ / 4dvdu
S U 0 0
2

= 4/ (16 — 8 cosu)du = 4 [16u — 8sinu]'=" = 128.
0



