D-MAVT/D-MATL Analysis 11 FS 2019
Dr. Andreas Steiger

Losung - Serie 20

MC-Aufgaben (Online-Abgabe)

1. Es sei B die Einheitskugel um den Ursprung. Fiir welches der Vektorfelder (z,y, z) — ¥(z,y, 2)
darf der Divergenzsatz fiir den Bereich B nicht angewendet werden?

@ (z,y,2) = (2,9,2)

e

Vo () U(x,y,z)=C- |r”]ﬁ3 (wobei 7 = (z,y, z) ist)

(©) v(x,y,2) = (zyz, 2222, 232¢Y)

(d) U(z,y,z) =& x 7 (wobei & ein beliebiger Vektor ist)
(e) U(z,y,z) = a(wobei @ ein beliebiger Vektor ist)
Vo (O U(z,y,2) = (Inz,Iny,Inz)

Der Divergenzsatz darf im Fall von

bzw.
= (Inz,Iny,Inz)

fiir den Bereich B nicht angewendet werden, da (0,0, 0) nicht im Definitionsbereich von ¥ und daher
auch nicht im Definitionsbereich von div ' liegt. Dafiir ist das Coulombsche Feld ein Beispiel.

Bitte wenden!



2. Ein Vektorfeld @ heisst quellenfrei wenn div ¢ = 0 und wirbelfrei wenn rot # = 0 gilt. Klicken Sie
die richtige Aussage an.

(a) Quellenfreie Vektorfelder sind auch wirbelfrei.

(b) Vektorfelder der Form ¢ = grad f sind quellenfrei.
v/ (¢) Vektorfelder der Form ¢’ = rot « sind quellenfrei.

(d) Vektorfelder der Form ¢ = rot w sind wirbelfrei.

Die Aussage (c) ist richtig, da divrot @ = 0.

Die Aussage (a) ist falsch, da beispielsweise das Vektorfeld ¥(z,y,2) = (—y,x,0) quellenfrei aber
nicht wirbelfrei ist:
dived =0, rotd= (0,0, 2).

Die Aussage (b) ist falsch, da
divgrad f = Af

nicht immer Null ist.
Die Aussage (d) ist falsch, da fiir @ = (w1, wa, w3) der Term

rotrot w = grad divw — (Awq, Aws, Aws)

nicht immer gleich Null ist.

Siehe néchstes Blatt!



3. Welche der folgenden fiinf Aussagen ist logisch unabhéngig von den anderen vieren? (Das heisst,
welche Aussage folgt nicht aus einer anderen und hat auch keine der anderen Aussagen als Konse-
quenz?)

(a) Das Vektorfeld ¢ ist quellenfrei.

(b) Der Fluss ® von ¢ durch irgend eine geschlossene Fliache ist Null.

(¢) divy=0.

(d) rot ¥=(0,0,0).

(e) Das Vektorfeld ¢ konnte das Stromungsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit sein.

Die ersten drei Aussagen sind mit Hilfe des Divergenzsatzes dquivalent.
Wie im Stammbach Analysis Buch, Teil B, Kapitel VI, Abschnitt 6, sei
0: (z,y,2,t) = o(z,y, 2,1)

die Dichte des Mediums im Punkt (z,y, z) zur Zeit ¢. Im Fall einer Stromung eines inkompressiblen
Mediums ist g zeitlich und 6rtlich konstant. Dann gilt

div(p?¥) = odiv 7,
so dass sich die Kontinuititsgleichung
ot + div(e?) =0

in diesem Fall auf die Aussage
divi=0

reduziert. Um weiters zu sehen, dass div ¢’ = 0 nicht rot ¥ = (0, 0,0) impliziert, betrachten wir das
Vektorfeld
U= (x+y,x—y—520).

Dann ist dive’ = 0, aber rot ¢ = (5,0, 0). Zuletzt, sehen wir dass rot ¥ = (0,0,0) nicht div = 0
impliziert. Wir betrachten dazu das Vektorfeld

7= (x,y,2).

Dann ist rot ¥ = 6, aber div v = 3.

Bitte wenden!



)

4. Die Arbeit W eines Vektorfeldes ¢ lings des Geradenstiicks von (1,0,0) nach (—1,—1,—1) sei
gleich 5. Welches Resultat erhdlt man, wenn man die Arbeit W’ von ¥ lings des Geradenstiicks von
(—1,—-1,—1) nach (1,0, 0) berechnet?

(a) Die Arbeit W’ ldsst sich aus den Angaben nicht berechnen.

(b) Die Arbeit W’ betrigt ebenfalls 5.

(c) Die Arbeit W’ betrigt —5.

Wenn ~ einen Weg und —v den Weg mit dem ungekehrten Durchlaufsinn bezeichnet, dann gilt

/ Uodr*:/ﬂ(fdf):f/ﬁdﬁ
- vy 0l

Deswegen ist (c) die richtige Antwort.

Siehe néchstes Blatt!



5. Das Arbeitsintegral fv @ - di des Vektorfeldes
Uz, y,2) = (€y2 +e*, (2z + 1).73622 + (22 + 1)yey27 xyZEEZerQ)

entlang des geschlossenen Weges ~y, welcher aus den Seiten des Dreieckes mit den Eckpunkten (1,0, 0),
(0,1,0) und (—1,0,0) besteht und im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird, betréigt:

(@ 1
by -1
) 2

1. Moglichkeit (“mit Stokes”): Da
rot (7) = (-++ -+, (2z+1)e* )und 7 = (0,0,1)

sind und der Weg  auf der zy-Ebene (z = 0) liegt, ist die Arbeit von ¥ entlang ~ genau der
Flacheninhalt des von ~ berandeten Dreieckes D:

A:/dxdyzl.
D

2. Moglichkeit (“direkt”): Seien
y(t)=(1-1t1t0), tel01]

—v2(t) = (t —1,¢,0), t€]0,1]
v3(t) = (¢,0,0), t e [-1,1]

Parametrisierungen der Kanten des Weges. Die gesuchte Arbeit ist gleich

Wz/ﬁ'-df’z/ ﬁ-df':/ v-dr
¥ Y1+v2+73 Y1—(=72)+7s
1

T
e’ +1 -1\"
= / (1—t)+ (201 —t) + Dte”” 1 di+
0 0
. etz 1 T T . 9 T 1 T
- / t-1D+2¢t-1)+ 1)tet2 1 dt +/ 0 dt
0 -1 0

1 1
:/ (—2et2—2+2(1—t)+4(1—t)tef2)dt+4:/ e (=2 + 4t — 42)dt + 3
0 0

1
—2/ (12t +2)dt+3=—2[" (t— 1)} +3=-2+3=1.
0

Das Integral f et’ (1 — 2t + 2t%)dt kann wie folgt berechnet werden. Es gilt:

/et2(1 — 2t + 2t%)dt = /etQ + 22 dt — /2tet2

Bitte wenden!



Offesichtlich gilt es [ 2tet’dt = et”. Wir berechnen S/ e’ + 2t2¢t” dt mit partieller Integration:

t2 2 12 4 t2 t2
e’ +2t7e" dt = [ e dt + t - 2te’ dt
~—
4+ T

:/etzdt+tet2 —/1~et2dt

2
= tet".

Also insgesamt erhalten wir [ e!” (1 — 2t 4 2t2)dt = te!” — e!” = e’ (¢t — 1).

Siehe nichstes Blatt!



Visualisierungsmoglichkeit fiir den Fluss:

https://metaphor.ethz.ch/x/2019/fs/401-0262-GXL/auth/nethz/geogebra/6.
4 _fluss_3d_allgemein.html

und fiir die Arbeit:

https://metaphor.ethz.ch/x/2019/£fs/401-0262-GXL/auth/nethz/geogebra/6.
7_arbeit_3d_allgemein.html

. Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes ¥(z,y, z) = (z,y, z) durch das Paraboloid
P={(z,y,2) € R3:z=a?+9% 22 +9° < 1}
von oben nach unten.

Losung: 1. Methode: direkt.
Eine Parameterdarstellung des Paraboloids P ist durch

(u,v) = 7(u,v) = (u, v, u* +v?)

gegeben. Es gilt:
Fu(“ﬁ U) = (L 07 2“)

7(u,v) = (0,1, 20)
T (u, ) X 7y (u,v) = (—2u, —2v, 1).

Also der Fluss durch P von oben nach unten ist gleich
dp = // v-1nd0 = // U (u,v)) - (—Fu(u, v) X 7 (u,v)) dudv
P P
U 2u
v .

:// 2v dudv://(u2+v2)dudv.
P\ g2 4 g2 1 P

Mit Polarkoordinaten bekommen wir

2m 1
<I>p:/ / r3drd<p:E.
o Jo 2

2. Methode: Gauss’scher Divergenzsatz.

Nach dem Gauss’schen Divergenzsatz ist der Fluss von ¢ von innen nach aussen durch die berandende
Fliche 0B des gefiillten Paraboloids B gleich dem Volumenintegral der Divergenz von @ iiber den
Berech B. Die Divergenz von ¥ ist gleich

divd(x,y, z) = 3,

1
op = /// div #dV = 3vol(B) « / zmdz = §7r,
B 0 2

wobei wir fiir (*) benutzt haben, dass auf der Hohe z eine Scheibe vom Radius +/z liegt, also eine
Fliche von 7 - (1/2)? = 7z.

und also der Fluss

Bitte wenden!



7.

Die berandende Fliche 0B des gefiillten Paraboloids B besteht aus einem Kreis zur Hohe 1
K={(z,y,2) eR® |22+ 4y> <1, z=1}
und aus dem Paraboloid
P={(x,y.2) R | z =2 +y* 2" +y* < 1}.

Sei @ i der Fluss durch K (von unten nach oben) und ® p der gesuchten Fluss durch P (von oben nach
unten). Es gilt:
bp + P = Pp,

und also
(I)p = (I)B — ‘I)K.

Berechnen wir noch den Fluss durch K. Mit 7i(z,y,z) = (0,0, 1) rechnen wir den Fluss von unten

nach oben aus:
@Kz// ﬁ.ﬁdoz// 1dady = T,
K K

da auf K ist z = 1 und da die Flache des Kreises K vom Radius 1 gleich 7 ist.
Der gesuchten Fluss durch P, von oben nach unten, ist also gleich

3
@pzéﬂ—ﬂ':g.

a) Berechnen Sie den Fluss ® des Vektorfeldes

L 3

U (z,y,2) —> <§m —xz, 2y +yz,yiz — xz)

von innen nach aussen durch die Oberfliche des geraden Kreiskegels mit Spitze in (0,0, 2) und
Grundfliche {(z,y,2) |z =0, 2? + y* < 4}.

b) Sei R > 0 fest gewihlt. Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes
v (z,y,2) —> (R (y2 + 22) , R? (:c2 + 22) JR3 (x2 + y2))
von innen nach aussen durch die Oberfliche

E:={(z,y,2) |z* +y*+ 2> = R*,x < Oodery < Ooderz < 0} .

Siehe néchstes Blatt!



Losung:

a) Sei I die Oberflache des geraden Kreiskegels und sei K der Kegel. Wir werden den Divergenzsatz
anwenden: Es gilt

divi(z,y,2) = (2 —2) + (z+2) + (v’ —2) = 2° + ¢,

und der Gauss’sche Satz liefert damit

(I>://Fﬁ-ﬁdS:///KdivﬁdV:///K(x2+y2)dv.

Wir beniitzen Zylinderkoordinaten:
r=pcos¢p ,y=opsing ,z=zmit 0<p<o0,0<¢p<2m,2€R

Es folgt dV = o dodpdz und 22 +y? = 0. Um die o-Integrationsgrenze zu bestimmen, betrachten
wir

Es gilt 0 < p < 2 — z. Wir erhalten

2 27 2—z 2 94 2—z
o= /// (z® +y?)dV = / / / 0 - ododpdz = 27r/ [] dz
K 0 0 0 0 4 0

2 4 572 5
(2—2) (2 —2) 2 16
=2 ~— L dz=2r | ———| =2 + —| = —m.
71'/0 1 dz T 20 O T [0 50 3 T

b) Betrachte die folgende Skizze (die Kurven sind Kreisbogen mit Radius R und Zentrum im Ur-
sprung):

Bitte wenden!



Wir berechnen den Fluss durch die folgenden Flichen A, B respektive C' in Richtung 777 =
0 1 0
1 |,7, = 0 | respektive 713 = 0
0 0 1
Berechne zuerst den Fluss ®; durch A: Dazu fiihren wir Polarkoordinaten ein: x = r cos ¢ und
z = rsin ¢. Es folgt

3 rR
@1://ﬁ-ﬁldS://Rg(ﬁ—sz)dS:Rz/ / r? - rdrdg
A A 0 0

_RQZ ﬁR_TrRﬁ
204, 87

Berechne den Fluss @5 durch B: Wir benutzen Polarkoordinaten y = 7 cos ¢ und z = rsin ¢. Es

folgt
3k TR
@2://ﬁ-ﬁgdSz//R(y2+z2)dS=R/ / r? . rdrdg = ——.
B A o Jo 8

Berechne nun den Fluss ®5 durch C': Mit Polarkoordinaten = = 7 cos ¢ und y = r sin ¢ folgt

s (R TR"
<I>3://17~ﬁ3d5://R3(x2+y2)dS:R3/ / r? - rdrdg = —
C A 0 0 8

Es gilt divv/ (z, y, z) = 0. Definiere den Korper
K :={(z,y,2) |x2 +12+22 < R?,z<0odery < 0oder z < 0}

mit Rand 0K = E U AU B U C. Der Divergenzsatz liefert dann

0:/// divﬁdV://ﬁ-ﬁdS+//U~ﬁ1dS+// 17'ﬁ2d5+// UMz dS
K E A B c

Der gesuchte Fluss ist damit

//U~ﬁd$’:—<//6~ﬁ1ds+// ﬁ-ﬁgdS—f—//zTﬁgdS)
E A B c

— S (R+ R+ R").

Siehe nichstes Blatt!



8. Es sei das Vektorfeld ¢ durch
v (z,y,2) > (-2 =20+ 2, —y® — 2y + 2, 2% — 224 y)

und der Weg ~ wie in der untenstehenden Figur definiert (er folgt zunichst a, dann b und schliesslich
¢). Berechnen Sie das Integral fﬁ/ - dr

a) direkt;

b) mit Hilfe des Satzes von Stokes.

Losung:
a) Wir parametrisieren die Kurve a durch
a:t— (0,1 —¢¢) mit 0<¢<1.

Somitist 4 a (t) = (0,—1,1), und es folgt

/Ga.df - /[)lﬁ(a(t))~(ia(t)dt

1 —0°—2-0+t 0
= / —1-t*=-200-t)4+0 |- -1 |dt
0 —t3 -2+ (1—1) 1
= / (=27 + 367 = 8t +4) dt = | — " + 47 — 4?4t
0 0

1 1
= S 41-4+44="_
3" =5

Die Kurven b und ¢ kdnnen analog parametrisiert werden
b: t— (t,0,1—¢t) mit 0<t<1 #%b(t):(l,o,—l)
c: t— (1—-t,¢t0) mit 0<t<1 #%c(t):(—l,l,O).
Aus den Symmetrien von ¢ sieht man, dass

Fa(t) - Salt)=T00)- S =T(e) Se).

Bitte wenden!



Damit folgt

/ﬁ-dF:/ﬁ-df’—&-/ﬁ-df’—&-/ﬁ-df’:&l:§.
0% a b c 2 2

b) Sei F' das Dreieck mit den Eckpunkten (1, 0,0), (0,1, 0) und (0,0, 1). Es gilt, dass

-1 -1
1 X 0
- 0 1 1 (1!
und 7 — — 7 |
| 1 X 0 ‘
0 1

Da das Dreieck gleichseitig ist, ist der Flacheninhalt des Dreiecks ist gleich @ Mit dem Satz von

Stokes folgt

/ﬁ-df
gl

a) direkt;
b) mit dem Satz von Gauss;

¢) mit dem Satz von Stokes.

/ rotv - 7dO z/
F F

1\ 4 /1
1 ). — (1 ]d0
1) V31

3 3 V3 3
ﬁ/FdO—ﬁ‘?—z'

9. Ein Heissluftballon habe die Form einer Sphirenkappe (also einer Kugeloberflache mit horizontalem
Schnitt) vom Radius R und Offnungsdurchmesser d < 2R, wie in der untenstehenden Figur. Das heis-
se Gas dringt durch die porose Oberfliche B der Kappe mit der Geschwindigkeit v = rot F, wobei
F(z,y,%) = (—y, z,0). Berechnen Sie den Fluss [[5 @ - 7 dO durch die Ballonoberfliche B

N\
N
ST

25N
<
S

7A

7

N\

Losung: B ist Teil der Sphire mit Radius R um den Ursprung, abgeschnitten in einer Hohe z( die durch
den Offnungsdurchmesser d bestimmt wird.

Siehe nichstes Blatt!



)
P
Es ist
—y 0
F(z,y,z) = T = v=rotF=| 0
0 2
a) (direkte Rechnung): B wird parametrisiert durch Kugelkoordinaten
Rcos psin ¢
(p,9) = | Rsinpsind |, p€[0,2n), d€ [0,190),
Rcosd

wobei der Winkel 9y dem Winkel der “Abschneidhthe” entspricht. Dort muss gelten:

d\2
22— (2
"ty (2>

d\ 2
& R?cos? psin® ¥y + R?sin® psin? 9y = ()

2
o sin? 9y = (26;%)

) d
= sinYy = R
Soist g = 7 — arcsin(%), damit es zwischen 7 und 7 liegt (siche Bild oben). Mit dieser
Parametrisierung ist
oF  oF —R2?sin? 9 cos p
7% X i —R?sin® ¥sin
® —R?sinvcos

Dieser Vektor ist tatsdchlich nach innen orientiert, wir mochten aber den Fluss nach aussen berech-
nen.

Bitte wenden!



Der Fluss ist also:

190 27
/v~ﬁd(9 = 7/ / 2(—R?sin ) cos ¥) dgp dv)
B 0 0
9

0]
= 27R? / 2sin ¥ cos 9 dv
0
9
= 27R? [sin2 19] ’
0

d
. 2 .9 . . 2
= 2R (sm (m — arcsin( SR )) —sin 0)

d

_ 20
= 27R (QR)

s
= —d
2

b) (Gauss): Es gilt

—

div(?) = div(rot(F)) = 0.
Sei D der kreisformige “Deckel”, der den Ballon verschliesst, und sei G' das Innere der durch
B U D gebildeten geschlossenen Flache. Der Satz von Gauss besagt:

/V-ﬁd(’)+/v~fid(9: V-ﬁdO:/divvdeo.
B D Flel G

/v~ﬁd(’):—/ v -1dO.
B D

Berechnung des Flusses durch D: Esist 7 = (0,0, 1) und damit v -

7i
. u d\* T2
v-i1dO = | —2dO = —2-Fliche(D) =-2-nw |- | =—=d".

/v-ﬁd(’): T2,
B 2

Also ist

Damit ist

c) (Stokes):
Da v = rot F gilt, ldsst sich der Fluss auch mit dem Satz von Stokes berechnen.
Sei vy die geschlossene Kurve, die B berandet. Der Satz von Stokes besagt:

/rotF-ﬁdOz/F-ds.
B Y

Da ~ ein Kreis mit Radius % und Mittelpunkt (0, 0, 2¢) ist, parametrisieren wir ihn durch

d .
5 cost

v(t)=| %sint te [0, 2m).
20

Der Weg v umléuft die Ballonoberfliche im mathematisch positiven Sinn, d. h. wir werden am

Ende der Rechnung das richtige Vorzeichen erhalten. Der Fluss berechnet sich zu

27
/V-ﬁd(’) = /rotF-ﬁdO:/F-ds:/ F(y(¢)) - 4(t)dt =
B B y 0
2 —gsint —%sint 27 d2 7Td2
= / %cost . %cost dt:/ —dt = —.



