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1. Der Wert einer Funktion f : R3 — R fillt am schnellsten in die Richtung

(a) der minimalen partiellen Ableitung.

(b) entgegengesetzt zur maximalen partiellen Ableitung.

(c) des Gradienten.

v/ (d) entgegengesetzt zum Gradienten.

(e) orthogonal zum Gradienten.

Lésung: Die Frage ist dquivalent dazu, fiir welchen Einheitsvektor € die Richtungsableitung Dz f am

kleinsten, das heisst, am meisten negativ ist. Die Richtungsableitung ist aber gleich € - (grad(f)), und
dies wird am kleinsten fiir &€ = —grad(f)/ |grad(f)|. Nédmlich:

€- (grad(f)) = 1|(grad(f))| cos(<t(€, grad(f)))

und so nimmt den kleinsten Wert, falls cos(<((€, grad(f))) = —1, das heisst, <((¢, grad(f)) = . Das
gilt fir € = —grad(f)/ |grad(f)|. Die richtige Antwort lautet daher (d).

2. Gegeben ist die Funktion f : (z,y, 2) — f(x,y, 2) = 2+ 3y?+ 22. Welche der folgenden Aussagen
ist richtig?

(a) Die nichtleeren Niveauflichen von f sind Oberflichen von Kugeln mit Mittelpunkt O oder die
Menge {(0,0,0)}.

(b) Die nichtleeren Niveauflichen von f sind Ebenen senkrecht zum Vektor (1,3, 1).

v/ (c) Die nichtleeren Niveauflichen von f sind Oberflichen von Ellipsoiden mit Mittelpunkt O oder die
Menge {(0,0,0)}.

Losung: Die Niveaufliche von f zum Niveau C' ist die Menge

No(f) ={(z,y,2) € R®|f(x,y,2) = C}.

Fiir C' € R} ist also ein Ellipsoid mit Mittelpunkt O, fiir C' = 0 ist die Menge {(0, 0, 0)}, und sonst ist
die leere Menge.

Bitte wenden!



3. Bestimmen Sie die Richtungsableitung der Funktion f(z,y, z) = 2% + y + 2> an der Stelle (1,2, 2)
in Richtung des Einheitsvektors (2,2, 1).

34
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d (3,24

Lésung:Der Gradient gradf(z,y, z) = (27, 1,32?)
ist die fragliche Richtungsableitung D f(1,2,2) = 1(2,2,1) - (2,
Also ist (b) die richtige Antwort.

hat im Punkt ( 2,2) den Wert (2,1,12). Somit
12) = (2242 1+1-12) = 6.

4. Die Richtungsableitung der Funktion f : (z,y) — arctan(z/y) an der Stelle (—3, 3) in die Richtung
des Einheitsvektors (3/5,4/5) lautet:

@
b I
© -Z.
@ -2

Lésung: Die Antwort lautet (a). Fiir alle x # y gilt, dass

gradf(:vvy)=< L _x2>

2 +9y?2 2 +y

ist. Sei €' = (%, %) Somit ist die gesuchte Richtungsableitung

Del (_3’3):@ ;) 109 = (35) (i )

7
= %(3,4).(3,3):%.

Siehe nichstes Blatt!



5. Bestimmen Sie jene Tangentialebenen an das Ellipsoid
2 2, 1o
227 + 2y + ZZ =1,
welche parallel zur Ebene « + y + z = 1 sind.
@ z+y+2z=0.

— L fii 2
(b) x—l—y—i—z-k,furke{iﬁ}.

() z+y+z=Fkfirke {:I:\/g}
(d z+y+z=Fkfirke {£1}.
Losung: Wir suchen die Punkte auf dem Ellipsoid, bei denen der Gradient parallel zum Normalenvektor
(1,1,1) der Ebene ist. Setzen wir
2

fla,y, 2) =22% + 2> + Zz,

so miissen wir also grad f(z,y,z) = (4z,4y, 2) = a (1,1, 1) mit einer reellen Zahl a verlangen.

Es folgt, dass
r=y=-,2z=2a
ist. Einsetzen in die Gleichung des Ellipsoiden fiihrt dann zu

2 2

a a 2
1:f(m,y,z):§+§+a2: 2

a == a4t =*+——.

V5

Die gesuchten Tangentialebenen miissen die Gleichung x + y + z = b mit b € R erfiillen, damit sie
parallel zur Ebene « + y + z = 1 sind. Da sie

s = (5 520) = (3753758

bzw.

( ) (a, a- ) ( 1 1 4 )
z,Y,z2)=|\—,—,20_ | = ——F—,——=,———=

Y 47 4 2v5 25 b
enthalten miissen, finden wir durch Einsetzen die Werte b4 = ++/5. Die Tangentialebenen sind also

:c—|—y—|—z:\/g und x+y—|—z:—\/5.

Bitte wenden!



6. Finden Sie die Extremalstellen der Funktion

flz,y) = exp(3y® — 1 —2?)

im Bereich
B={(z,y) eR* | 2® +2y° <4} .

Losung: Fiir Extremalstellen im Innern des Gebiets B gilt grad f(x,y) = (0,0), also

—exp(3y? —1—22)22 0
grad f(z,y) = ( exgg352 —1—x2§6y> = (O) <= x=0undy = 0.

Fiir Punkte auf dem Rand wihlt man eine Parameterdarstellung des Randes 0B

S — 2cpst [ 2cost
m(t) = s\%t ~ \V2sint

und erhilt fiir die Funktion auf dem Rand

flop = f(F(t)) = exp(3 - 2sin®t — 1 — 4cos®t) = exp(6sin®t — 4cos® t — 1).

(Beachte, dass der Rand eine Ellipse mit Halbachsen 1 und 1/ V/2 ist). Um die Extremastellen auf dem
Rand zu finden, schauen wir wo -4 £ (7(t)) = 0:

d
7 exp(6sint — 4cos?t — 1) = exp(6sin®t — 4cos®t — 1)(6 - 2sintcost — 4 - 2cost(—sint))

= exp(6sin®t — 4 cos?t — 1)(20sint cost)
= exp(6sin®t — 4cos?t — 1)10sin 2t = 0
Ssin2t=0< 2t {kr|keZ}

< te{0,7/2,m 3n/2},

dat € [0,2m).

Man erhilt also folgende Kandidatenliste fiir die Extremalpunkte:

P1 PQ Pg P4 P5
(z,9) | (0,0) (2,00 (0.v2) (=2,0) (0,—v?2)
fay ] < & ¢ = e

Das Minimum betréigt ei und wird auf dem Rand in den Punkten (£2, 0) angenommen. Das Maximum
betriigt e® und wird auf dem Rand in den Punkten (0, +1/2) angenommen.

7. Sei
a) z(x,y) = 22 + 3zy + 5y? und x(t) = sin(t), y(t) = cos(t).

b) z(z,y) = In(2? + y?) und z(t) = e, y(t) = e’

Siehe néchstes Blatt!



Berechnen Sie die Ableitung % durch die verallgemeinerte Kettenregel. Priifen Sie Ihr Resultat durch
explizites Ableiten von z(z(t), y(t)) nach .

Losung: Die partiellen Ableitungen von z(z, y) sind % =2z + 3y und g—; = 10y + 3. Also erhalten
wir fiir
dz 0z 0z

at oW g, i)

= (22(1) + 3y ())& (t) + (10y(4) + 3x(£))y(¢)

= 2sin(t) cos(t) + 3 cos?(t) — 10 cos(t) sin(t) — 3sin?(t)

=3 — 6sin®(t) — 8sin(t) cos(t) | da sin(2t) = 2sin(t) cos(t)
=3 — 6sin®(t) — 4sin(2t).

Ohne die Kettenregel: z(t) = z(z(t), (t)) n?(t) + 3sin(t) cos(t) + 5cos?(t) und erhalten fiir
9z — 2in(t) cos(t) + 3cos?(t) — 3sin’(t) — 10 sin(t) cos(t) = 3 — 6sin?(t) — 4sin(2t).
Die partiellen Ableitungen von z(x, y) sind % = xfny und = 2 + >. Also erhalten wir fiir
dz 0z 0z
PR (1) + % y(t)
2x(t) . 2y(t) .
= () (¢
RO MU O RR 0L
—e—2t 4 o2t . ot — et et 4+ et
= 2W | Slnh(t) = T, COSh(t) =
sinh(2t)
cosh(2t)’

Ohne die Kettenregel: z(t) = z(:c(t),y(t)) = In(e? + e ") = In(2cosh(2t)) und erhalten, da

. . .o dz sinh
cosh(t) = sinh(t), fiir & = 4sinh(2t) = 2coshg?)

2 co>h(2t)

. Eine Funktion von drei Variablen f : (z,y, z) — f(z,y, z) besitzt im Ursprung in den drei Richtungen

3 4 212
= 1a ) ’ :<7777 )7 = (77,777>
a=(1,0,0), b ' E 0 c 333
die Richtungsableitungen

Daf(0)=3, Dpf(0)=-2, Dcf(0)=
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an die Niveaufldche von f im Ursprung.
Losung:
Die Richtungsableitung in Richtung a berechnet sich
Daf = gradf-a,

wobei a ein Einheitsvektor sein muss. Dies fiihrt in unserem Fall zu einem Gleichungssystem
D.f(0)=3= f,(0)
3 4
Duf(0) = =2 = Z£(0) + £ £,(0)
2 1 2
Dcf(O) =5= _gfm(o) + gfy(o) + gfz(o)

Bitte wenden!



fiir die Komponenten von grad f(0).

Die Losung lautet gradf(0) = (3,—12,193). Daher lautet die Gleichung der Tangentialebene
in0 19 103

32— —y+ —z=0.

T 1 Y+ 3 z

. Fiir welche Tripel von Funktionen ¢, v, x : {(z,y,2) € R®: y,z # 0} — R existiert eine Funktion f,
sodass f, = ¢, fy =Y und f, = x?

Falls f existiert, geben Sie f explizit an.

o ‘,];2
a) (z,y,2) =%, Y(r,y,2) =3y°7 — 5, x(x,y,2) = 2%z

b) ¢(x,y,2) =e¥ + 2ry322,  P(x,y,2) = we¥ + 3229?22, x(x,y,2) = 2223 + 2.
¢) ¢(z,y,z) =e*ycos(xy), v(x,y,z)=e*xzcos(zy), x(z,y,z)=e*sin(zy).
d) ¢(x,y,2) =ze*, Y(x,y,2) = %sin (%) , Xx(w,y,2) = & sin (%) + e,
Losung:
a) Es gelten die Integrabilititsbedingungen
Py =Yz, V2=Xy, Xo=0z,

wie man durch einfaches Nachrechnen bestitigt. Wir erhalten f durch Integration. (Der gegebene
Differentialausdruck ist auf den beiden Halbrdumen y > 0 und y < 0 definiert, welche beide
achsenparallelen (unbeschrinkte) Rechtecke sind.)

2
f(x,y,z):/fw(:my,z)dx:/¢(a:,y7z)dx:/2?xdx=%—i—g(yw)

Aus
2

z? ! r
3y?2® — w2 Y(x,y,2) = fylw,y,2) = 2 *o(w:7)
erhalten wir

9(y,z) = /3y222 dy = y*2* + h(z).

2
Damit ist f(z,y, z) = R e h(z), und aus
)

!
20°2 = x(,y,2) = fo(2,y,2) =2y°2 + 1/ (2)

erhalten wir i/ (z) = 0, also h(z) = c. Somit ist

T
f(x7y,2):;+y e

Genauer ist )

T L3 e firy >0
Yy
fl@y,2) = q
x ,
4B firy <0
Yy

wobei wir die Konstanten c und ¢ in den beiden Halbraumen beliebig wihlen konnen.

Siehe nichstes Blatt!



b)

c)

d)

Wie in a) priift man die Integrabilititsbedingungen. Es gilt ¢, # x,. Der gegebene Ausdruck ist
daher kein vollstindiges Differential.

Es gelten die Integrabilititsbedingungen

Oy = Vg, T/)z:va Xz = ¢z,

wie man durch einfaches Nachrechnen bestitigt. Wir erhalten f durch Integration.

f@waw:/¢@WJMx:/awmwwnm:e%m@w+m%a

Aus
!
€ZI‘COS(])y) = 1?(% y7 Z) = fy(xa ya Z) = ezx COS(l‘y) + 91/(3/7 Z)
erhalten wir

9(y,z) = /Ody =0+ h(z).
Damit ist f(z,y, z) = e*sin(zy) + 0 + h(z), und aus
e sin(ay) = X(2,,2) & f.(2,5,2) = ¢* sin(zy) + 1(2)
erhalten wir h/(z) = 0, also h(z) = c. Somit ist
f(z,y,2) = e sin(xy) + c.

Wie in c¢) priift man die Integrabilititsbedingungen. Es gilt ¢, # x,. Der gegebene Ausdruck ist
daher kein vollstindiges Differential.



