D-MAVT/D-MATL Analysis 11 FS 19
Dr. Andreas Steiger
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1. Gegeben sei die Differentialgleichung
1 / 1
v '+ (A—4)y +§)\y:0.

Fiir welche Werte des reellen Parameters A gibt es eine von Null verschiedene Losung y(z), die fiir
x — oo beschrinkt bleibt?

Lésung: Man berechnet zuerst die Nullstellen des zugehorigen charakteristischen Polynoms 2 + (X —
)+ % A = 0 (in der Variablen p). Diese sind

1 1
w= 5(4—)&:\/()\—4)2—2)\) = 5(4—)&: V(A —=5)2 —9).
Bezeichnen wir durch p1 (bzw. p2) die Nullstelle mit — (bzw. mit 4-). Hier unterscheiden wir drei Fille:

e Wenn die Nullstelle(n) reell sind (d.h. wenn A > 8 oder A < 2), dann ist die allgemeine Losung
der Gleichung der Gestalt
(o) = Cre™ + Cper,

wenn [ # o, oder
y(x) = C1eM® + Cozet'™,

wenn [y = po. Man bemerke po > pq; wenn gy > 0, bleibt also y fiir x — oo genau dann
beschrinkt, wenn C = C3 = 0. Anders gesagt: ;11 < 0 ist eine notwendige Bedingung fiir
die Existenz einer von Null verschiedenen Losung der Gleichung. Sie ist auch hinreichend, denn
y(z) = CyeM® fiir C; # 0 ist immer beschrinkt und nicht Null, wenn g7 < 0.

Diese Bedingung kénnen wir als Funktion von A\ umformulieren, wie folgt:

p1 <0< (A>4 oder (A—4)*><(A-5)>-9)
< (A>4 oder A<0).

Nach unserer Anfangsannahme (reelle Nullstellen) ist also ¢; < 0 genau dann, wenn A > 8 oder
A <0.

e Wenn die Nullstellen nicht reell und konjugiert sind (d.h. wenn 2 < A < 8), dann ist die allgemeine
Losung der Gestalt
4—
y(z) = e T (Ci coswz + Cysinwz) ,

wobei w = % 9 — (A — 5)? ist. Die Existenz einer von Null verschiedenen Losung dieser Gestalt

ist genau dann garantiert, wenn % < 0 ist, d.h. wenn A > 4. Nach unserer Anfangsannahme

(konjugierte komplexe Nullstellen) muss dann 4 < A < 8 sein.

Die Bedingung ist also A € (—o0, 0] U [4, c0).

Bitte wenden!



2. Finden Sie die Losung des Anfangswertproblem

u' +u=F(t)
u(0) = u’(0) =0,

wobei [y eine Konstante ist und

Fot, 0<t<m
Fit)=1 Fy(2r—t), m<t<2m
0, t > 2m.

Losung: Um die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung zu bestimmen, miissen wir sie stiick-
weise im Inneren der drei Definitionsintervalle von F'. Dann benutzen wir die Differenzierbarkeit der
Losung u, um die Stiicklosungen zusammenzukleben.

In jedem Stuck der Definition von F' ist die Losung der homogenen Gleichung
up(t) = A cost + B sint

(denn das charakteristische Polynom A2 + 1 hat die zwei Nullstellen A\ = =4). Fiir die partikulire
Losung haben wir in den verschiedenen Stiicken:

e In (0, 7): mit dem Ansatz u,(t) = ot + 8 kann man leicht tiberpriifen, dass u,(t) = Fot die
Gleichung 16st.

e In (m, 27): analog folgt u,(t) = Fy(2m — t).

e In (27, c0) ist die Gleichung homogen.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung muss also der Gestalt

Ay cost + By sint + Fyt, wenn 0 <t<m
u(t) =< As cost+ By sint + Fy(2m —t), wennw < t < 27
Az cost + Bj sint, wenn t > 27

Siehe néchstes Blatt!



sein, fiir Konstanten A;, B;. Da die Funktion u : [0,00) — R tatséchlich die Gleichung 16st, muss sie
mindestens zweimal differenzierbar sein. Insbesondere sind u und die Ableitung v’ stetige Funktionen.
Dies bestimmt die Konstanten Ay, By, A3, Bs als Funktionen von A1 und Bj:

e Zuerst berechnen wir die Ableitung u’:

—Aj sint + By cost + Fy, wenn 0 <t <7
uw'(t) = —Aysint + By cost — Fy, wenn < t < 27
—Ajz sint + Bg cost, wenn t > 27.

e Aus der Stetigkeit von u und v’ an der Stelle ¢t = 7 folgt:

—A) + Fyr = lim wu(t) = lim wu(t) = —Ag + Fymr, bzw.

t— t— wt

—Bl + FO = lim u’(t) = lim U/(t) = —Bg - Fo.

t— t— mt
Deshalb sind A; = A> und By = B — 2Fj.
e Aus der Stetigkeit von u und ' an der Stelle ¢t = 27 folgt:

Ay = lim wu(t) = lim wu(t) = Az, bzw.

t— 27w~ t— 27t
By — Fy= lim /(t)= lim 4/(t) = Bs.
t— 27w~ t— 27t

Deshalb sind Ag = A2 = Al und B3 = 32 — FQ = Bl — 3F0

Wir erhalten also:

Aq cost + Bj sint + Fyt, wenn 0 <t <
u(t) =< Aj cost+ (By — 2Fy) sint + Fo(2m —t), wenn 7 <t < 27w
Aj cost + (By — 3Fp) sint, wenn t > 2.

Man soll bemerken, hier wurde wegen Stetigkeit von u auch u(m) := lim;_, - w(t) = lim;_, -+ u(t)
definiert. Analog wurde auch (27) definiert.

Wir wenden jetzt die Anfangsbedingungen, um A; und B; zu bestimmen und somit unser Anfangs-
wertproblem zu losen:

Die Losung des Anfangswertproblemes ist dann:

—Fy sint + Fyt, wenn 0 <t <7
u(t) =< —3F, sint + Fo(2m —t), wenn 7 < t < 27
—4F} sint, wenn t > 2.

Bitte wenden!



3. Betrachten Sie die Differentialgleichung
r?u’ (r) = —ru/(r) +u(r) +2r, wobei r > 0.
a) Finden Sie die Losung u(r) mit (1) = 0 und «/(1) = 0.
b) Finden Sie all diejenigen Lésungen u(r), welche fiir » — 0 konvergieren.
Losung:

a) Um die homogene Losung dieser Eulerschen DGL zu finden, machen wir den Ansatz u(r) = r°.

Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die DGL erhalten wir das Indexpolynom

0 = rlala—1)r*2+rar®?t —p®
0 = &>—a+a-—1.
— a = =1

Die homogene Losung ist somit uy(r) = Cyr + Cor~! mit C;,Cy € R. Fiir die partikulire
Losung machen wir einen Ansatz mit Variation der Konstanten, dh.

uy(r) = Cy(r)r + Co(r)r—t.

Wie in Stammbach, Teil C, Kapitel 9 (b) fordern wir zusétzlich zur urspriinglichen Differential-
gleichung noch
Ci(r)yr + Ch(r)r~—t = 0. (1)

Unter Verwendung dieser Gleichung ergibt sich

uy =Cir+Cy 4 Cyr~t = Cor™> = Cy — Cor™?,
wy = Cp — Cyr™> + 202,

Setzt man in die urspriingliche Differentialgleichung (geteilt durch 7-2) ein, erhélt man
Cy—Coyr 2 4209 3 + Oyt = Cor™2 — Cirt — Cyr ™3
2
— C/ _ /. —2 ==
1 2" ’
Beriicksichtigt man Gleichung (1) ergibt sich das Gleichungssystem
1 7 —1 1 /=2 2
Cir+Cyr= =0,C) —Cyr™* = e
Multiplizieren der zweiten Gleichung mit r und subtrahieren der ersten ergibt
!/ 2 /!
—02; =2 <= C)=—
Einsetzen in die zweite Gleichung gibt C} = 2/r + C4/r? = 1/r. Durch Integration erhalten wir

1
Cl(’l”) = ln(r) + Ol,O; OQ(T) = 757’2 + 0270.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet also
1,4 1
u(r) = (In(r) + Cro)r + (—57" +Cap)

r.

Siehe nichstes Blatt!



Die Bedingungen u(1) = 0,4’(1) = 0 sind erfiillt fiir
1 1
Cio— 3 +C20=0,C10— (*5 + Cs0) =0,

also C1 o = 0,C4 9 = 1/2. Also folgt fiir die Lésung des Anfangswertproblems

1 1
u(r) = In(r)r 2r + 5

b) Aus a) sieht man, dass die allgemeine Losung der DGL geschrieben werden kann als
1, 1
u(r) = (In(r) + C1o)r + (—57“ + 02,0);

= O 4 Cor™ + In(r)r,

tir C; = Cip — % Cy = Cs . Da (In(r)r) — 0 fir » — 0, konvergiert diese Losung fiir r — 0
genau dann wenn Cy = 0. D.h. die gesuchten Losungen sind gegeben durch

u(r) = Cir +In(r)r mitCy € R.

4. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

1

22y +dxy’ + 2y = 3z

und zeigen Sie, dass sie nur eine auf der ganzen reellen Achse definierte Losung hat.

Losung: Dies ist eine inhomogene Eulersche Differentialgleichung. Die Losung des homogenen Pro-
blems findet man mit Hilfe des Indexpolynoms.

ala—1)+4a+2=0a*+3a+2=(a+1)(a+2)

Die allgemeine Losung lautet dann yy,(x) = Cyz~! + Cy2z~2. Fiir eine partikulire Losung driingt sich
der Ansatz y,(z) = Ax auf. Man findet A = 1.
[Wer keinen passenden Ansatz fiir eine partikulidre Losung findet, kommt mit dem Verfahren von Lagrange (Skript Kapitel VII
S. 79/80) zum Ziel. Eine partikulire Losung ist von der Form yp(z) = ~1(z) 271 + y2(z) 272, wobei man v/ (z) z =1 +
74 (z) =2 = 0 annehmen darf. Man erhilt dann das System

" z7! + 4 z72=0 2)
_ _ 3
-z 2—2’y§1’ 3=, 3)
x
Aus (2) + x - (3) bekommt man —v5 =2 = 3 oder v, = —3x2 oder y2(z) = —z?, und durch Einsetzen in (2) bekommt man

vy~ — 3 = 0oder v] = 3z oder 1 (z) = %1’2. Man erhilt fiir die partikuldre Losung yp(x) = %:p —r = %x]
Die allgemeine Losung lautet
o 01

y(z) ?—i-ﬁ—i-gx.

Diese Losung ist genau dann auf der ganzen reellen Achse definiert, wenn C7; = C5 = 0. Die gesuchte
Losung lautet so:

y(z) = g

Bitte wenden!



5. Eine Losungskurve y = u(x) der Differentialgleichung y” — 3y’ — 4y = 0 schneidet eine Losungskurve
y = w(x) der Gleichung y”" 4+ 4y’ — 5y = 0 im Ursprung. An dieser Stelle haben beide Kurven die
selbe Steigung. Bestimmen Sie die Funktionen » und w, wenn ausserdem die Bedingung

w(z)* 5

li = -

erfiillt wird.

Lisung: Die charakteristischen Gleichungen der DGL y” — 3y’ — 4y = O und 3" 4+ 4y’ — 5y = 0 sind
M3\ —4=(A—-4)(A+1)=0bzw.
M44a-5=A+5)(\—-1)=0.

Dann sind die gesuchten Integralkurven « und w der Gestalt

u(z) = A1e?® + Age™,  w(z) = Bie 5% + Bye®

fiir zu bestimmende Konstanten A;, A, By, B2 € R. Da beide Kurven durch den Ursprung durchge-
hen, sind
u(0) = A; + Ay = 0und w(0) = By + By = 0.

Dies heisst Ay = —As und By = — By. Somit hat man:
u(z) = Ay (¥ —e ™), w(z) =By (e 7 —¢€").

Da die Kurven die selbe Steigung im Ursprung haben, gilt v’ (0) = w’(0). Die Ableitungen von u und
w sind
u'(z) = Ar (4 +e7 "), w'(z)= By (—5e " —e")

Nach Auswertung auf x = 0 erhélt man die Gleichung
5A; = —6B; (1).

Wir untersuchen schliesslich die Bedingung des Limes, um die letzte benétigte Gleichung zu bekom-
men:

4 B -5z _ ,x 4 4 —6x __ 1 4 4
i Y@ Bl o)) BE (1) BE 5
z—oo u(x) zo0  Ap (e — e~ ) Aj a0 1 —e b2 A, 6

Daraus folgt, dass Ay, By # 0 sind und
6B} =54, (2).

Es ergibt sich also aus (1) und (2), dass B; = —1 und A; = ¢ sind, und somit sind die gesuchten
Integralkurven:

u(zx) =



