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9. Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation
@ Partielle Ableitungen 1.0rdnung
@ Partielle Ableitungen héherer Ordnung
@ Das totale oder vollstandige Differential einer Funktion
@ Geometrische Betrachtungen
@ Differentiation nach einem Parameter (Kettenregel)
@ Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielle Ableitungen 1.0rdnung

Wir erinnern zunichst an den Begriff der Ableitung bei einer Funktion einer
Variablen: Definitionsgemass wird der Grenzwert

F(x0) = lim ()= f0a)

X—rXQ X — Xo

als 1. Ableitung der Funktion f an der Stelle xo bezeichnet.
Aus geometrischer Sicht lasst sich diese Ableitung als Steigung m der im
Punkt P = (xo; yo) errichteten Kurventangente deuten: m = tan(a) = f'(xo)

\
- Tangente in P = (xo; yo)

X0
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielle Ableitungen 1.0rdnung

Analoge Uberlegungen fiihren bei einer Funktion zweier Variablen, die sich
geometrisch als Flache im Raum darstellen I3sst, zum Begriff der partiellen
Ableitung einer Funktion.

Definition

Unter den partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer Funktion z = f(x;y) an der
Stelle (x; y) werden die folgenden Grenzwerte verstanden (falls sie vorhanden
sind):

@ Partielle Ableitung 1. Ordnung nach x:

f(x;y) = lim flxiy) = f(xoiy)

X=X X — X0
@ Partielle Ableitung 1. Ordnung nach y:

f,(x;y) = lim M
Y—Y0 Y —Y
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielle Ableitungen 1.0rdnung

Anmerkungen

@ Weitere, allgemein uibliche Symbole fiir partielle Ableitungen sind:
flay) abay), glay) gilxy)
flxy) z(ay), gy, 5xy)
oder (in verkiirzter Schreib weise)

fo 2 g &
f, z of oz
yr Y1 dy!' dy -

@ Geometrische Deutung der partiellen Ableitungen von z = f(x; y) an der
Stelle (xo0; y0):
o f(x0; y0): Anstieg der Flichentangente in x-Richtung im
Flachenpunkt P = (xo; y0; 20)-
o f,(x0; y0): Anstieg der Flichentangente in y-Richtung im
Flachenpunkt P = (xo; yo; 20).
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielle Ableitungen 1.0rdnung

Beispiel

z="f(xy)=—4x>y" +3xy* —=3x +2y +5

Wir bestimmen die partielle Ableitungen 1. Ordnung dieser Funktion und
berechnen ihre Werte an der Stelle x =1, y = 2:

(xy) = (,%(—4X3y2+3xy4 —3x+2y+5)
= 712x2y2+3y4 -3
0
fi(xy) = @(*4?}/2 +3xy* —3x+2y +5)
= —8x3y + 12xy3 +2
i(1;2) = -3
f,(1;2) = 82
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Die im Flachenpunkt P = (1;2;38) errichteten Tangenten besitzen somit den
folgenden Anstieg bzw. Steigungswinkel:

@ Tangente in x-Richtung:
my = tan(a) = —3 = a = 180° + arctan(—3) = 108, 4°
@ Tangente in y-Richtung:

m, = tan(f) = 82 = 3 = arctan(82) = 89, 3°
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielles Differenzieren (Funktion mehrerer Variablen)

Partielles Differenzieren bei einer Funktion mehrerer Variablen

Bei einer Funktion y = f(xi; x2; ...; x») von n unabh&ngigen Variablen
X1, X2, ..., Xn lassen sich insgesamt n partielle Ableitungen 1. Ordnung bilden.
Man erhalt sie nach dem folgenden Schema:

@ In der Funktionsgleichung werden zunachst alle unabhangigen Variablen
bis auf die Differentiationsvariable (das ist die Variable, nach der
differenziert werden soll) als konstante Grdssen, d.h. als Parameter
betrachtet.

@ Die gegebene Funktion erscheint nun als eine (gewdhnliche) Funktion von
einer Variablen, namlich der Differentiationsvariablen, und wird unter
Verwendung der bekannten Ableitungsregeln nach dieser Variablen
differenziert. Das Ergebnis dieser Differentiation ist die gesuchte partielle
Ableitung 1. Ordnung.
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielles Differenzieren (Funktion mehrerer Variablen)

Anmerkungen

@ Die partielle Differentiation wird somit auf die gewéhnliche
Differentiation, d.h auf die Differentiation einer Funktion von einer
Variablen zuriickgefiihrt!

Die Ableitungsregeln sind daher die gleichen wie bei den Funktionen einer
Variablen.

So lautet beispielweise die Produktregel bei zwei unabhangigen Variablen,
d.h fiir eine Funktion vom Typ

z=f(xy)=ulxy)-vixy)=u-v

wie folgt:
oz _of _ ou oy
ox  Ox  0Ox v ox
0z _of _ ou . ov
dy dy Oy dy
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielles Differenzieren (Funktion mehrerer Variablen)

@ Wir differenzieren die Zustandsgleichung eines idealen Gases
p=p(V;T)= R—VT partiell nach V bzw. T:

op _ O (RT\ _ _RT
ov. — av\Vv )T w2
o _ 9 (RT\_R
oT ~— 0 vV ) Vv
o
z=f(x;y) = x° -(sin(x) +sin(y))
~N Y—

u v

Wir bilden die partiellen Ableitungen % und g—; mit Hilfe der
Produktregel und erhalten:

% = v+ veu = y? - (sin(x) + sin(y)) + xy* - cos(x)
Gy = wvvu= 2w (sin() + sin(y)) +x* - cosly)
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielles Differenzieren (Funktion mehrerer Variablen)

Beispiel
o
z="f(x;y) =In(x +y2)

Wir fithren zunichst die Hilfsvariable u = x + y? ein, erhalten die dussere
Funktion z = In(u) und wenden dann die Kettenregel an:

0z 0z Ou
ox  Ou dx
o1, 1
u x + y?
0z 0z Ou
dy — u Dy
_ _ Y
T T ox+y2
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielles Differenzieren (Funktion mehrerer Variablen)

Beispiel

Wir bilden die partiellen Ableitungen 1. Ordnung der Funktion
u=f(x;y;z) =sin(x — y) - cos(z + 2y).

Es sind dies

u(x;y;z) = % [sin(x — y) - cos(z + 2y)] = cos(x — y) - cos(z + 2y)

(unter Verwendung der Kettenregel)

wliyiz) = o lsin(x—y)-cos(z +2y)

—cos(x — y) - cos(z 4+ 2y) +sin(x — y) - (—2sin(z + 2y))

u(x;y; z) 9 [sin(x — y) - cos(z + 2y)]

57 —sin(x — y) - sin(z + 2y)
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge bei einer gemischten partiellen
Ableitung k-ter Ordnung (Satz von Schwarz)

Bei einer gemischten partiellen Ableitung k-ter Ordnung darf die Reihenfolge
der einzelnen Differentiationsschritte vertauscht werden, wenn die partiellen
Ableitungen k-ter Ordnung stetige Funktionen sind.

___—~fw  Auf partielle Ableitungen héherer Ordnung

/ " 7T f,  stésst man, wenn man eine Funktion von

/ \ R fixy mehre.ren unabhéin'giger? Varial?len mehrmals
T Fox nacheinander partiell differenziert.

f, So erhdlt man beispielsweise aus einer

\ / <fxyi von zwei Variablen abhangigen Funktion

\ Fy z = f(x;y) nach dem folgenden Schema

— ™  der Reihe nach zwei partielle Ableitungen

foo 1. Ordnung, vier partielle Ableitungen 2.
Ordnung etc.
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Anmerkungen

@ Fiir die gemischten partiellen Ableitungen 2. bzw 3. Ordnung einer
Funktion z = f(x; y) gilt somit unter den Voraussetzungen des Satzes
von Schwarz:

f;(y == f;/x
f;o(y - fyxx - ﬁ(yx
fyx = fy =fyy

@ Die Anzahl der (verschiedenen) partiellen Ableitungen 2. bzw. 3.
Ordnung reduziert sich damit von vier auf drei bzw. von acht auf vier
Ableitungen:

2. Ordnung:  fw, fy, fy
3. Ordnung: foxr Foyy oy fryy
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Beispiel

@ Wir zeigen, dass die gemischten partiellen Ableitungen 2. Ordnung der
Funktion f(x;y) = In(x*> 4 y) miteinander iibereinstimmen:

3] 2x
o = L] - 2

o} 2x
&Y(va) - @ |:X2 +y:| X2+y)2

1o} 1
filxy) = @[/nx +y)] Xty

3] 2x

ﬁ(y = f;/x
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Geometrische Betrachtungen

Die Rolle, die die Kurventangente bei einer Funktion einer Variablen spielt,
tibernimmt bei einer Funktion z = f(x; y) zweier Variablen die sogenannte
Tangentialebene.

Gleichung der Tangentialebene

Die Gleichung der Tangentialebene an die Flache z = f(x;y) im Flichenpunkt
P = (x0; ¥0; z0) mit zo = f(xo; yo) lautet in symmetrischer Schreibweise wie
folgt:

z — 7y = F(x0; y0) - (x — x0) + £, (x0; o) - (¥ — y0) (1)
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Geometrische Betrachtungen

Beispiel

@ Wir bestimmen die Gleichung der Tangentialebene an die Fache
z = f(x;y) = x> + y* im Flichenpunkt P = (1;1;2):

Die Gleichung der gesuchten Tangentialebene lautet damit nach
Gleichung (1):

z—2=2(x—1)+2(y —1) oder z=2x+2y —2
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Definition des totalen oder vollstandigen Differentials

Definition

Unter dem totalen oder vollstindigen Differential einer Funktion z = f(x; y)
zweier unabhangiger Variablen versteht man den linearen Differentialausdruck
or of

dz = fidx + f,dy = gdx + @dy.
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Definition des totalen oder vollstandigen Differentials

Das totale Differential besitzt somit die folgende geometrische Bedeutung:

Geometrische Deutung des totalen oder vollstandigen Differentials

Bei einer Funktion z = f(x; y) zweier unabhangiger Variablen beschreibt das
totale oder vollstandige Differential

of of

dz = fidx + f,dy = adx + ady

die /'\'nderung der Hohenkoordinate bzw. des Funktionswertes z auf der im
Berithrungspunkt P = (xo; yo; z0) errichteten Tangentialebene.
Dabei sind die Differentiale dx, dy, dz die Koordinaten eines beliebigen Punktes
auf der Tangentialebene, bezogen auf den Punkt P.

v
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Definition des totalen oder vollstandigen Differentials

Definition

Unter dem totalen oder vollstandigen Differential einer Funktion

y = f(x1; x2; ...; Xa) von n unabhingigen Variablen versteht man den linearen
Differentialausdruck

dy = fqdxi+ fodx+ ...+ f,dx,
of of of
= ai)quIJ’_ai)QdXZ—‘r'“J’_aandxn

Anmerkungen

@ Das totale Differential einer Funktion beschreibt ndherungsweise, wie sich
der Funktionswert bei geringfiigigen Veranderungen der unabhangigen
Variablen um dx; = Ax; (i = 1,2, ..., n) dndert.

Es gilt
Ay ~dy = f  Axi + foAxo + ... + f, Axp.

@ Eine geometrische Deutung des totalen Differentials ist bei Funktionen

von mehr als zwei unabhangigen Variablen nicht mehr moglich.
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Definition des totalen oder vollstandigen Differentials

Beispiele

@ Ein ideales Gas geniigt der Zustandsgleichung p(V; T) = R—VT.

Das totale Differential dieser Funktion lautet somit:

_ Op op
dp = 8VdVJr 8TdT
_RT R

= V2 dV+vdT

z=f(xy) = b = 3 + x - exply)

Man berechne den Zuwachs der Héhenkoordinate z auf der zugehdrigen
Bildflache bzw. auf der Tangentialebene an der Stelle x =1, y = 0 fiir
die Koordinatenanderungen dx = Ax = —0,1 und dy = Ay =0, 2.
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Definition des totalen oder vollstandigen Differentials

Losung des Beispiels:
@ Zuwachs Az auf der Bildflache

x=1,y=0 = x=1-0,1=0,9y=0+0,2=0,2
Az = £(0,9;0,2) — f(1;0) = 4,23 — 5= —0,77

@ Zuwachs dz auf der Tangentialebene
Fiir die Berechnung des totalen Differentials dz bendtigen wir zunachst
die partiellen Ableitungen 1. Ordnung. Sie lauten:

fxiy) = 8x—3y" +exp(y)
fi(xiy) = —6xy+x-exp(y)
An der Stelle x =1, y = 0 gilt dann:
f(1;,0) =09, £(1,0) =1
Damit ist

dz = £,(1;0)dx + f,(1;0)dy = 9+ (~0,1) +1-(0,2) = 0,7
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Definition des totalen oder vollstandigen Differentials

@ Geometrische Interpretation
Der Stelle x =1, y = 0 entspricht z = f(1,0) = 5 und damit der
Flachenpunkt P = (1;0;5).
Die Koordinatenanderungen dx = Ax = —0,1 und dy = Ay = 0,2
beschreiben eine Verschiebung des Punktes P auf der Fliche bzw. auf
der in P errichteten Tangentialebene.

Dabei ver/{ert der Punkt P in beiden Fillen an Hohe. Seine neue Lage ist
Q bzw. Q :

Verschiebung auf

der Flache

P =(1;0;5) —erchibmeal 5" (0,9;0,2;4,3)

der Tangentialebene
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Kettenregel fur Funktionen mit einem Parameter

Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

z = f(x; y) sei eine Funktion der beiden unabhingigen Variablen x und y, diese
wiederum von einem Parameter t abhangig:

x=x(t), y=y(t) (b<t<t)

Dann ist die durch Einsetzen dieser Parametergleichungen in die
Funktionsgleichung z = f(x; y) erhaltene Funktion

z = f(x(t); y(t)) = F(t) (<t <)

eine zusammengesetzte, verkettete oder mittelbare Funktion dieses Parameters,
deren Ableitung nach der folgenden Kettenregel gebildet wird:

dz_az, 82,

R )+

y'(t)
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Kettenregel fur Funktionen mit einem Parameter

Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

Bezeichnungen: )
z="1(x;y) : Aussere Funktion
x =x(t),y =y(t) : Innere Funktionen
Anmerkungen

@ Eine haufig verwendete Kurzschreibweise fiir die Kettenregel lautet:
;=F=zx+zy

@ Die Kettenregel lasst sich sinngemass auch auf Funktionen von mehr als
zwei unabhangigen Variablen iibertragen.
Sie lautet zum Beispiel fiir eine Funktion u = f(x, y, z) der drei
unabhangigen Variablen x, y, und z, die jeweils noch von einem
Parameter t abhingen (x = x(t), y = y(t), z = z(t)), wie folgt:

du_au, BU/

dt
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Kettenregel fur Funktionen mit einem Parameter

Anmerkungen

@ Die Parametergleichungen x = x(t), y = y(t) definieren bekanntlich eine
Kurve C in der x, y-Ebene.
Die verkettete Funktion z = F(t) beschreibt dann die Abhidngigkeit der
Hohenkoordinate z vom Kurvenparameter t, die Ableitung z = F(t) die
Anderungsgeschwindigkeit dieser Hohenkoordinate lings der Kurve
(wiederum in Abhangigkeit von t).
Man spricht daher in diessm Zusammenhang auch von der Ableitung der
Funktion z = f(x;y) ldngs der Kurve C.

t2
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 2. Partielle Differentiation

Kettenregel fur Funktionen mit einem Parameter

Beispiele
0 z=f(x;y) =Xy +y mit x=x(t) = t?, y = y(t) = €
Wir bilden zunichst die bendtigten Ableitungen:
0z 0z 2 2 dx d_y t
—:2 , — = 3 ,—:2t'i:
ox Xyay X+ydt de ~ ©
Fiir die gesuchte Ableitung von z nach dem Parameter t folgt dann mit
Hilfe der Kettenregel:
d 0z dx 0z dy
dt Ox dt Oy dt
= 2xy-2t+ (x> +3y°) €
= 2t7.e' -2t 4 (t' +3e¥) - €
= (4 +t"4+3e%) €
Wir hatten auch zuerst x(t) und y(t) direkt in z = f(x; y) einsetzen und
dann nach t ableiten kénnen
2= flxiy) = Fx(t)i V(1) = F(re) = £’ + & = F(1)
92 _dF _ et 4 ptet £ 3e¥ — (4t + t* +3€%) - €'
dt  dt
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