Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume, Zufallsvariablen usw.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum (kurz WR) ist ein Tripel (92, F, P). Dabei ist  # () eine
Menge (die Menge aller Elementarereignisse w € ), F eine o-Algebra (die Familie aller
beobachtbaren Ereignisse) und P ein Wahrscheinlichkeitsmass auf F.

Eine o-Algebra auf einer Menge Q # () ist ein Mengensystem, also eine Teilmenge der
Potenzmenge 2? von ), mit folgenden Eigenschaften:

1) Qist in F.

2) Ist A € F, so ist auch das Komplement A° in F.

3) Ist (A;);en eine Folge von Mengen in F, so ist auch die Vereinigung (=, 4; in F.

Ein Wahrscheinlichkeitsmass auf einer o-Algebra F ist eine Abbildung P : F — [0,1]
mit folgenden Eigenschaften:

1) P[Q] = 1.

2) Ist (A;);e v eine Folge von Mengen in F, die paarweise disjunkt sind, d.h. ;N A =0

fiir ¢+ # k, so gilt
P[U Az} => PlA).
i=1 i=1

Mit der Notation © fiir eine Vereinigung von paarweise disjunkten Mengen kénnen wir

2) auch kompakter schreiben als
P{U Ai] ~ Y PlA.
i=1 i=1

Bemerkung. Ist Q endlich oder abzihlbar, so kann man als o-Algebra meistens F = 2
nehmen. Ist  iiberabzahlbar, so geht das in der Regel nicht und man muss ein echtes

Teilsystem der Potenzmenge als o-Algebra nehmen.

Eine beliebige Kollektion von Ereignissen (Ay)xea heisst unabhdingig, falls fiir jede
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endliche Teilfamilie Ay, ..., A, die Produktformel gilt, d.h.

Ist F eine o-Algebra auf Q # (), so ist eine Zufallsvariable (kurz ZV) eine Abbildung
X : Q — IR, die (beziiglich F) messbar ist, d.h. die Menge {X <t} ={w e Q: X(w) <t}
ist in F fur all t € IR.

Wie im diskreten Fall kann man statt reellwertige Zufallsvariablen auch Zufallsvariablen
mit Werten in einer (verniinftigen) Menge U betrachten. Die Definition der Messbarkeit wird
dann analog angepasst.

Ist X eine ZV auf 2 und P ein Wahrscheinlichkeitsmass auf €2, so ist die Verteilung von
X ein Wahrscheinlichkeitsmass auf dem Wertebereich W(X) C IR von X. Wir bezeichnen

sie mit px und haben
pux(B):= P[X € B] := P[{w € Q: X(w) € B}] fiir alle Borel-Mengen B C IR.

Das ist analog zum diskreten Fall. Eine Gewichtsfunktion von X ist in der Regel nicht niitz-
lich, weil meistens fiir feste x € W(X) gilt P[X = z] = 0. Die Verteilungsfunktion (kurz VF)

von X ist wie im diskreten Fall die Abbildung
Fx :IR—10,1], t— Fx(t):=P[X <t].

Sei X eine ZV mit VF Fx. Falls wir F'x schreiben konnen als Fy (t) = ffoo fx(s)ds fir
alle t € IR mit einer Funktion fx : IR — [0,00), so nennen wir Fx absolutstetig mit Dichte
oder Dichtefunktion fx. In diesem Fall nennen wir fx auch die Dichte von X.

Ist X eine ZV auf einem WR (€, F, P), die eine Dichtefunktion fx hat, so ist der
Erwartungswert von X gegeben als

BIX] = [ afx(a)da,

— 00

sofern [*_ || fx (z) da.



