Grundlagen der Mathematik I1 Dr. Marcel Dettling
Lineare Algebra und Statistik Friihlingssemester 2019

Musterlosung Serie 1

1) Die augmentierte Matrix zum Gleichungssystem ist
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Durch Zeilenumformungen bringen wir die Matrix auf Zeilenstufenform:
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Die augmentierte Matrix hat 4 Pivotelemente. Die Losung liest man von von unten nach oben ab:

o Zeile IV bedeutet 0xq1 + Oxg + 0x3 + 224 = —8, das ist nur fiir x4 = —4 erfiillt.
o Zeile I bedeutet 0x1 +0xs + lz3 + 1lxy = —2, Einsetzen von x4 = —4 ergibt dann z3 —4 = —2,

also x3 = 2.

o Zeile II bedeutet 0xy + lxzs + lxs + 1lxy = 0, Einsetzen von x4 = —4 und z3 = 2 ergibt
To+2—4=0,also zo = 2.

o Zeile I bedeutet 121 — 1z + lxs + 14 = 1, Einsetzen von x4 = —4, x3 = 2 und 22 = 2 ergibt

x1—24+2—-4=1,also x;1 = 5.

Damit ist der Losungsvektor
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2) Wir iibersetzen eine Bedingung der Form aa + b+ yc + dd = y (in der a, b, ¢, d die Unbekannten,
und «, 3,7, d die Koeflizienten sind) in eine Zeile

(aBvyd|y)
fiir das lineare Gleichungssystem:

Einsetzen von x = 0 in das Polynom ergibt p(0) =a-0+b-+c- 0+ d = d, dieser Wert soll = 2 sein,
also erhalten wir die Zeile (0001 |2). Einsetzen von # = 1 in das Polynom ergibt p(1) = a+b+c+d,
dieser Wert soll = 4 sein, also erhalten wir die Zeile (1111 ]4). Die erste Ableitung des Polynoms ist
p'(z) = 3ax? + 2bx + ¢, wenn wir hier z = 1 einsetzen erhalten wir p/(1) = 3a+ 2b+c+0-d, dies soll
= 2 sein, also als Zeile (3210]2). Die zweite Ableitung ist p”(z) = 6ax + 2b, hier x = 1 eingesetzt



ergibt 6a + 2b + 0 + 0, dies soll = 2 sein, also als Zeile (6200 | 2). Die vier Zeilen zusammengesetzt
ergibt die augmentierte Matrix
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Der Loésungsvektor

des linearen Gleichungssystems Az = y enthédlt dann die Koeffizienten des gesuchten Polynoms.
Zeilenumformungen ergeben
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Wir haben also wieder 4 Pivotelemente. Der letzte Umformungsschritt war fiir die Zeilenstufenform
nicht unbedingt notwendig, es vereinfacht aber das Ablesen der Losung wenn die Pivots normiert
sind. Wir lesen die Losung (a, b, ¢, d) ab:

o Zeile IV: Hier ist d = 2.

o Zeile III: Aus 2¢ + 6d = 18 und d = 2 folgt ¢ = 3.

o Zeile IT: Aus b+ 2c¢+ 3d = 10 und d = 2 sowie ¢ = 3 folgt b = —2.

o Zeilel: Ausa+b+c+d=4und d =2, c =3 sowie b = —2 folgt a = 1.

Wir haben also den Losungsvektor
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und das gesuchte Polynom ist
p(z) = 2° —22° 432 +2.

Es ist das einzige Polynom dritten Grades, dass die vier Bedingungen aus der Aufgabe erfiillt.

3) Umformen der augmentierten Matrix ergibt
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Die Matrix hat jetzt Zeilenstufenform, und wir kénnen die Losung ablesen:
e Aus Zeile IV folgt 4 = a — 6.
o Zeile Il ist z3 + x4 = o — 3, mit x4 eingesetzt also x3 + a« — 6 = o — 3, woraus x3 = 3 folgt.
o Zeile Il ist xo 4 2x3 = 1, eingesetzt also x5 + 6 = 1, woraus xo = —5 folgt.

o Zeile T ist x1 + x5 + x3 = 2, eingesetzt also x1 — 5+ 3 = 2, also 1 = 4.

Der Losungsvektor ist also
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Multiple Choice Aufgaben
1. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
3r — 2y + =z = b,
2x + z = 3,
6 + y — 2z = 3.

Fithrt man den ersten Schritt des Gaussalgorithmus mit dem Pivot der ersten Zeile aus, so ergibt sich die
augmentierte Matrix

3 =2 1 5

(a) 0 —3/4 1/3|-1/2
0o 5 0| -7
3 -2 1] 5

(b) 0 4/3 1/3|-1/3
0o 5 0| -3
3 2 1] 5

(c) 0 4/3 1/3|-1/3
0 5 —4| -7




2. Die augmentierte Matrix eines linearen Gleichungssystems laute

1 -2 1|0
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3 d 1 |1

Wenn man im Gaussalgorithmus den Eintrag 1 oben links als erstes Pivot wihlt, dann muss man im
zweiten Eliminationsschritt Gleichungen vertauschen falls

(a) c¢=-8

Nein, denn nach dem ersten Schritt lautet die Matrix

1 -2 110
0 ¢c—-8 3 |0
0 d+6 —-2|1

also ist c — 8 = —8 — 8 = —16 # 0, wir finden also ein Pivot in der zweiten Zeile.
(b) ¢=38

Richtig, denn nach dem ersten Schritt lautet die Matrix

1 -2 110
0 ¢c—8 3 |0
0 d+6 —-2|1

also ist ¢ — 8 = 8 — 8 = 0, wir finden also kein Pivot in der zweiten Zeile.
(¢c) ¢=2

Nein, denn nach dem ersten Schritt lautet die Matrix

1 —2 110
0 ¢c—-8 3 |0
0 d+6 —-2|1

also ist c — 8 =2 — 8 = —6 # 0, wir finden also ein Pivot in der zweiten Zeile.

3. Wenn man im Gaussalgorithmus den Eintrag 1 oben links als erstes Pivot wéhlt, dann findet man im
zweiten Eliminationsschritt ein Pivot ausser wenn

(a) ¢=8,d=-6

Richtig, denn nach dem ersten Schritt lautet die Matrix

1 —2 110
0 ¢c—-8 3 |0
0 d+6 2|1

und esist c—8=8—-8 =0und d+6 = —6 4 6 = 0, also finden wir kein zweites Pivot.
(b) c=-8d=6

Nein, denn nach dem ersten Schritt lautet die Matrix

1 —2 1 0

0 ¢c—8 3 1|0

0 d+6 —-2|1
Esist c— 8 = —8 — 8 = —16 # 0, also steht in der zweiten Zeile ein Pivot.

(¢) ¢=8,d=8

Nein, denn nach dem ersten Schritt lautet die Matrix

1 -2 110

0 ¢c—8 3 1|0

0 d+6 -—-2|1
Esist d +6 =8+ 6 = 14 # 0, also steht in der dritten Zeile ein Pivot.



