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Losungen 10

Die relative Haufigkeit der Kopf-Wiirfe ist einfach deren Anzahl geteilt durch die Gesamtzahl der
Wiirfe:
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Folge KZZKKZZZKK : h = 0= 0.5
Folge KZZZZZZZZZ : h = % = 0.1
VFolge ZZZZZZZZZZ : h = % = 0.0

Diese Haufigkeiten sind als Aussage grundsétzlich verschieden von den Wahrscheinlichkeiten fiir das
Auftreten dieser Wiirfe: Es sei X = (Xy,...,X10) die Zufallsvariable die eine Wurffolge beschreibt,
und X; die Zufallsvariable mit Werten {0,1} mit X =1 fiir Kopf im j-ten Wurf. Dann ist bei einer
fairen Miinze P(X; = 0) = P(X; = 1) = 1, und wegen der Unabhéngigkeit der Einzelwiirfe folglich

P(X = (z1,...,210)) = P(X1 =21 und Xo =29 und ... und X190 = z10)
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"33 = Togd ™ 0.00098 .

Dabei ist es ganz egal welche Werte wir in die Zielwerte x; schreiben, weil Kopf und Zahl in jedem
Einzelwurf die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Jede der drei Wurffolgen hat also die gleiche Wahr-
scheinlichkeit Tlﬂ. Jetzt nehmen wir an, dass die Miinze nicht fair ist mit Kopf-Wahrscheinlichkeit
P(X; =1) = 0.4 und dem Gegenereignis Zahl P(X; = 0) = 0.6 in einem Einzelwurf. Dann haben

wir fiir die drei Folgen:

DO =

= P(X1=21) - P(Xo =22)--- P(X10 = 710) =

P(X = (KZZKKZZZKK)) 0.4° - 0.6° ~ 0.00079
P(X =(KZ22222Z2Z2%)) = 04'-0.6° ~ 0.004
P(X =(ZZZ2ZZZ7Z77)) = 06" ~ 0.006.

Hier ist es also wahrscheinlicher, eine Folge mit hohem Zahl-Anteil zu bekommen.

Die Binomialverteilung misst die Wahrscheinlichkeit eine Anzahl von Erfolgen zu erzielen wie beim
Miinzwurf, nur dass es nicht mehr auf die Reihenfolge der einzelnen Wiirfe ankommt. Beim Miinzwurf
fallen beispielsweise die Ergebnisse KZZZZZZ7Z7Z7 und ZZZZZ7Z7Z7ZZK zusammen. Ist die Er-
folgswahrscheinlichkeit im Wurf p € [0, 1], so ist die geordnete Erfolgswahrscheinlichkeit fiir die Folge
von n Wiirfen p*(1 — p)"~*, genau k Erfolge in n Wiirfen zu haben. Jetzt fallen alle Sortierungen
der Folge zu einem einzigen Ereignis zusammen, es gibt

(1) =

Méglichkeiten die Folge anzuordnen wenn k Erfolge und n — k Fehlschlédge zu sortieren sind. Daher
ist die Binomialverteilung gegeben durch

X ~ B(n,p) N P(X:k‘) — (Z)pk(l_p)n—k

Zu a): Bei einer fairen Miinze ist p = (1 — p) = 1, also haben wir
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P(X=2) = (2) 0.52-0.5° = T 0.5° = 0.3125.

Zu b): Bei der unfairen Minze haben wir p = 0.4 Erfolgswahrscheinlichkeit, und 1 — p = 0.6 Fehl-
schlagswahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeit hochstens zweimal Kopf zu bekommen ist
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P(X<2) = P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) = > (2) -0.4% . 0.6°7*
k=0



=1-04°-0.6° + 5-0.41-0.6* + 10-0.4%2-0.6° = 0.68256.

Zu c): Diese Werte berechnet Mathematica natiirlich nicht mit den Binomialkoeffizienten (die werden
flir n > 10 so gross dass man nicht mehr anstdndig damit rechnen kann, sondern mit einer ausge-
feilten Néherungsformel. Fir die unfaire Miinze gibt Mathematica einen Wert aus der anndhernd
Null ist, bei der fairen Minze dagegen den Wert PDF [X] [500]=0.025. Diese Chance von ca. 2%
ist iiberraschend hoch wenn man bedenkt dass es sich um ein Einzelergebnis unter 21°°° moglichen
Wurffolgen handelt. Das liegt daran, dass die Wurffolge bei der Binomialverteilung ungeordnet ist,
und die geringe Einzelwahrscheinlichkeit durch die extrem hohe Anzahl an moéglichen Umordnungen
kompensiert wird (ein dhnlicher Kompensationseffekt findet im Teil a) der vorigen Aufgabe in der
Tabelle fiir YV statt). Bei der unfairen Miinze versagt die Kompensation (wie in Teil b) der vorigen
Aufgabe), bei tausend Wiirfen dominiert die Verzerrung richtung Zahl einfach zu sehr.

Zu d): Hier kann man auch Mathematica fragen, die analytische Néherung fir B(n,p) ist so ef-
fizient, dass auch diese grossen Werte problemlos verarbeitet werden. Mit ein wenig Nachdenken
kommen man aber auch ohne Rechnung darauf, dass die Wahrscheinlichkeit = % sein muss, weil die
Beschreibung aus der Aufgabe genau die Hélfte der ungeordneten Wurffolgen beschreibt. Die hat
dann auch nach der Zusammenfassung zu den ungeordneten Ereignissen die Wahrscheinlichkeit %
Das der Wahrscheinlichkeitswert den Mathematica hier produziert nicht exakt .5 ist liegt daran, dass
1000000000 eine gerade Zahl ist: ein Ereignis liegt genau auf der Mitte, und man kann es leider nicht

zerteilen.



