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Losung
Aufgabe 1 [8 Punkte]
1
Sei o € R. Wir betrachten den Vektor co = | a | € R3 sowie die 3 x 3 Matrix Ay = cq - c;—.
2
o
(a) Geben Sie fiir alle & € R den Rang von A, an. [1 Punkt]

Hinweis: Es ist keine Rechnung notwendig.

Losung: In den Spalten von A, = ca - ¢ stehen Vielfache von ¢, € R?, also kann der von den
Spaltenvektoren von A, erzeugte Unterraum von R® hochstens die Dimension 1 haben. Da aber
Ca # 0 fiir alle o € R?, ist der Rang von A, gerade 1. [1 Punkt]

Wir betrachten nun die lineare Abbildung Fy, : R3 — R3, gegeben durch

T1 T1
Folaxe | =Aa - | 22
3 3

(b) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension des Kerns der Abbildung F, in Abhéngigkeit von o € R.
[2 Punkte]

Losung: Wir berechnen A, explizit:

1 1 a o
Ao=1| o |- (1 o aQ) =l a o &*).
o? a2 o ot

Fiir « € R® ist damit Fa(x) = 0 (d.h. = € ker(F,)), genau dann, wenn

1 a o? €1
a o o3| x2 | = 0.
a? o ot T3

Wir 16sen dieses Gleichungssystem durch Umformungen der augmentierten Matrix:
1 a a*|o 1 a %0
a o *|0)]— [0 0 0]0].
o o a']o 00 010
[1 Punkt]
Daraus liest man sofort die Lésung ab:
- —a?
ker(Fo)=<A[ 1 ) +ul 0O |;MueR,,
0 1
- —a?
also ist 11,1 O eine Basis von ker(F,)
0 1

Bitte wenden!



(d)

[1/2 Punkt]

und ker(F,) hat demnach die Dimension 2. (Letzteres kann man auch sofort aus dimker(F,) +
dim Bild(F,) = 3 und Teil (a) schliessen).

[1/2 Punkt]

Bestimmen Sie ein o € R, sodass gilt A2 = gAa. (3 Punkte]
Hinweis: Sie brauchen A2 nicht explizit ausrechnen. Benutzen Sie stattdessen, dass gilt A2 = (cq -cJ)2.
Losung:

Beachte, dass Matrizenmultiplikation assoziativ ist:

AL = (caca)(cacs) = ca(Ca - Ca) Ca
——
€RrR
= (Ca Ca)CaC,I - (Ca Ca)Aa ; %Aa
= (cq * Ca — %)Aa L 0,
= Ca - Ca — z < 0,
da A, # 0.
[1 Punkt]
‘Wir rechnen also cl - Cq AuUS:
1 !
Ca ca:(l o a2) « :1—4—042—1—044:%
o2
= 22—&—,2—%:07 wobei z := a’.
[1/2 Punkt]
Die Losungen fiir z sind demnach
1
aa--daiei= {7,
-3

[1 Punkt]
Nur die positive Losung ist relevant, da wir nach einem reellen o suchen. Wir erhalten: a1 2 = £

[1/2 Punkt]

Weisen Sie nach, dass ¢, ein Eigenvektor von A, ist und begriinden Sie, dass die Matrix A, fiir jedes

L
ok

a € R diagonalisierbar ist. [2 Punkte]
Losung:
Es folgt dhnlich wie in (c), dass

AocCo = (cacl)ca = ca(cgca) =1+ o+ a4)ca.

Da nun ¢, # 0, handelt es sich um einen Eigenvektor von A, zum Eigenwert 1 + o2 4+ o* # 0.

[1 Punkt]

Aus (b) wissen wir bereits, dass 0 ein Eigenwert ist mit zwei linear unabhéngigen Eigenvektoren
(beachte, dass fir z # 0: Aqx = 0 -z, genau dann, wenn x € ker(F,)). Also entspricht fir
jeden Eigenwert die geometrische Vielfachheit der algebraischen Vielfachheit und somit ist A,
diagonalisierbar.

[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



Aufgabe 2 [8 Punkte]

(a) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die die Matrix

N

1 a 0 0 O
0 a 0 O O
0 0 1 a 2
0 0 0 2 1
0 0 a 5 O
nicht invertierbar ist. [3 Punkte]

Losung:

Die Matrix hat eine Block-Diagonalgestalt. Daraus sehen wir:

N

1 a¢ 0 0 0

0 a 0 0 O 1 a2 1 a 2
det |0 0 1 a 2| =det (0 a) det {0 2 1

0 0 0 2 1 a 5 0

0 0 a 5 0

[1 Punkt]

Bemerkung: Man kann auch alternativ die Matriz zundchst nach der ersten Zeile und anschliessend
nach der zweiten Zeile entwickeln:

2

1 a© 0 0 0
0 a 0 0 0 8 (1) 2 g 1 a 2
det |0 0 1 a 2] =1-det 00 2 1 =1-a-det|0 2 1] =..
0 0 0 2 1 0 a 5 0 a 5 0
0 0 a 5 O

Da eine Matrix genau dann nicht invertierbar ist, wenn ihre Determinante verschwindet,
[1 Punkt]
berechnen wir die Nullstellen des Polynoms f: Es gilt: f(a) = 0, falls

a=0 V > —4a-5=0(=>a=2+V4+5),

also ist die Matrix genau dann nicht invertierbar, wenn a € {0, —1,5}.
[1 Punkt]

(b) Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen: (5 Punkte]

@
(ii

) Die Menge L = {(z,y,2)T € R®: 2z +y =2+ 2} ist ein Unterraum des R3.

)
(ili) Ist A eine reelle 3 x 3-Matrix mit AT = —A, dann ist det(A) = 0.

)

)

Ist A eine invertierbare n x n-Matrix und A € R\ {0} ein Eigenwert, dann ist % ein Eigenwert von A~1.

(iv) TIst A eine reelle n x n-Matrix und A% - (AT)?2 ist invertierbar, dann ist auch A invertierbar.

(v

Es gibt eine reelle, orthogonale 3 X 3-Matrix M mit den Eigenwerten —1,1 und 3.
Hinweis: Betrachten Sie fiir einen Eigenvektor x € R3 \ {0} von M die Lange von M - z, also |M - z|| =

Losung:

(i) Falsch, da z.B. (0,0,0)" ¢ L.
[1 Punkt]

Bitte wenden!



(if)

(iii)

)

Richtig, denn falls fiir v # 0 gilt: A -v = \v, folgt durch Multiplikation mit A™! und A~! sofort
Aty = %v.

Bemerkung: Da A invertierbar ist, ist det(A) # 0, insbesondere folgt bereits, dass A # 0, wenn A
ein Figenwert ist.

[1 Punkt]
Richtig, denn

det(A) = det(A") = det(—A) = (—1)% det(A)
= 2det(A) =0 = det(A) = 0.
Hierbei haben wir verwendet, dass fiir jede n X n-Matrix C' und eine reelle Zahl o € R gilt, dass
det(aC) = a™ det(C).
[1 Punkt]
Richtig, denn wegen det(C'D) = det(C') det(D) fiir beliebige n x n-Matrizen C, D erhalten wir:

det(A®(AT)?) = det(A)° det(AT)? = det(A)".

Ist also die linke Seite ungleich null (was der Fall ist, falls A% - (AT)? invertierbar ist), ist auch
det(A) # 0, also ist A invertierbar.

[1 Punkt]

Falsch, denn sei x ein Eigenvektor (insbesondere ungleich 0) zum Eigenwert 3, dann gilt:

IM || =/(M-2)T(M-z)=+/zT (MTM) -z =VaTz =z,

denn nach Definition ist M T M = I3x3 (die Einheitsmatrix). Auf der anderen Seite gilt aber auch:
M - x = 3x, also
1M - || = [[3z]| = 3=

Dies ist aber ein Widerspruch, denn z # 0, also ist auch 3||z| # ||z]|.
[1 Punkt]

Siehe nachstes Blatt!



Aufgabe 3 [9 Punkte]
Wir betrachten eine Zufallsvariable X mit einer Dichte f gegeben durch

0, falls x < 0O,
flx)= < =z, falls 0 <z < 1,
e~cle=1)  falls ¢ > 1,

wobei ¢ > 0 eine Konstante ist.

(a) Berechnen Sie den Wert von c. [2 Punkte]
Losung: Damit f eine Dichte ist, muss gelten, dass f(z) > 0 fir alle z € R (dies ist erfillt,
sobald ¢ > 0) und auf der anderen Seite: ffooo flz)dz = 1.

[1/2 Punkt]
1 [e%e) ,
/ a:dx+/ e e Vgr =1
0 1

Also:
= [%xQ]é +/ e Fdz =1 (mit Subst.:) z :=x — 1, [1/2 Punkt]
0

i [1/2 Punkt],
= c=2. [1/2 Punkt]

(b) Berechnen Sie:
e die Verteilungsfunktion F'x = P[X < -] der Zufallsvariable X,
o die Wahrscheinlichkeiten P[X = 4] und P[X > 3],
e den Erwartungswert F[X]. (5 Punkte]
Losung:
Wir berechnen die Verteilungsfunktion von X: Fir z < 0 ist Fx (z) = 0. Weiterhin:

. / tdt, falls z € [0,1)
Fx(z) = / ftydt =147, .
- / tdt+/ e 2@ flls > 1
0 1
{ (3] falls 2 € [0,1)
. 2 0’ )
- 271 —2(t—1)1%
[%t}o—k[—%e L, falls x > 1
iz, falls z € [0,1)
1= LeETY) falls 2 > 1.
[1 Punkt]
Da X eine stetige Zufallsvariable ist, gilt P[X = 4] = 0.
[1 Punkt]
Weiterhin ist:
PIX>3]=1-P[X <3| "1 _P[X <3]=1-Fx(3)
=1-(1— 4y =1

[1 Punkt]
Nun berechnen wir noch den Erwartungswert:

Bitte wenden!



— 00
_ 1,371 z,—2(x—1)]® - 1,-2(z-1) 4
= [5‘% ]0 + [ € }1 + 2¢ r
1
_ 1,1 _ 1[,-2@-1)]%®
=s+y—aleV]
_ 11,1 _ 11
=ststi=on
[2 Punkte]

(c) Wir betrachten nun einen Zylinder mit Hohe 3, dessen Radius zuféllig und wie X verteilt ist. Das Volumen
dieses Zylinders ist die Zufallsvariable V. Finden Sie die Verteilungsfunktion Fy, = P[V <] von V. 2
Punkte]

Losung:

Das Volumen eines solchen Zylinders ist V = 3 - 7 - X?. Offenbar ist Fy/(z) = 0, falls z < 0. Fiir
z > 0 gilt nun:

1./Z, falls \/= € [0,1)

1-— %e_Q( 371 falls V=>1

{é = falls z € [0, 3m)

- [1 Punkt]
1- %e 5_1)7 falls z > 3.

Siehe nachstes Blatt!



Aufgabe 4 [5 Punkte]

Bei einer gesundheitswissenschaftlichen Untersuchung wird bei zwei Testgruppen A und B, beide der Grosse
n = 100, jeweils die Cholesterinkonzentration im Blut gemessen. Es wird davon ausgegangen, dass die Chole-
sterinkonzentrationen im Blut der unterschiedlichen Personen (approximativ) normalverteilt und unabhéngig
voneinander sind. Es ergeben sich dabei die folgenden Werte in mmol - 1-1

Ha = 6.5, TA=s54=2,
g = 4.5, o =sp =1

(a) Finden Sie je ein approximatives 95%-Vertrauensintervall fiir die Cholesterinkonzentration im Blut bei den
beiden Gruppen A und B [1 Punkt]

Hinweis: Eventuell relevante Quantile der ¢-Verteilung: gto.95;99 = 1.66, qto.975;99 = 1.98.

Losung: Die Vertrauensintervalle finden wir mithilfe des Quantils gto.975,99 = 1.98 (zweiseitige
Intervalle!)

Gruppe A: [ﬁA — qlo.o75;90 A=, pa — qto.975:997,7f80} = [6'5 -2-%,65+2- 1%]
=[6.1,6.9], [1/2 Punkt]
Gruppe B: [ﬁA - qt0,975;99%,ﬁ3 - qto.975;99%} ~ [4.5 -2 %, 45+2- %]

= [4.3,4.7]. [1/2 Punkt]

(b) Entscheiden Sie mit einem Ad-Hoc-Test, ob sich die mittleren Cholesterinkonzentrationen im Blut bei den
Gruppen A und B signifikant voneinander unterscheiden. [1 Punkt]
Losung:

Man sieht, dass sich die beiden 95%-Intervalle nicht {iberlappen. Dies deutet auf einen signifikanten
Unterschied bei den mittleren Cholesterinkonzentrationen im Blut der beiden Testgruppen hin.

[1 Punkt]

Bei der Untersuchung wird eine Person bei zu hohem Cholesteringehalt im Blut als ‘gefahrdet’ in Bezug auf
bestimmte Krankheiten eingestuft.

(¢) Angenommen, die Wahrscheinlichkeit fiir eine zufillig ausgewédhlte Person in Gruppe A, als ‘gefihrdet’
zu gelten, sei py = 0.5 und innerhalb von Gruppe B sei diese Wahrscheinlichkeit pg = 0.4. Schétzen
Sie mithilfe des zentralen Grenzwertsatz die Wahrscheinlichkeit ab, dass mehr als die Hélfte aller 200
Testpersonen bei der Untersuchung als ‘gefahrdet’ eingestuft werden. [3 Punkte]
Hinweis: Sind X1 ~ N (u1,0%) und X2 ~ N (u2,03) unabhéngig, so ist X1 + X2 ~ N (u1 + p2, 07 + 02),

X1+Xo—(p1+p2) ~ N(

o%+a§

also 0,1). Auf der umliegenden Seite finden Sie die Werte fiir die Verteilungsfunktion

®(z) einer Standardnormalverteilung.

Losung: Wir definieren

U; = 1{Person i aus Gruppe A gefihrdet},
V; = 1{Person ¢ aus Gruppe B geféhrdet},
wobei ¢ = 1,...,n (in unserem Fall ist n = 100). Nach der Information sind die U; i.i.d. Bernoulli-

verteilt mit Parameter p4 = 0.5 und die V; ebenso i.i.d. Bernoulli-verteilt mit Parameter pp = 0.4.
Der zentrale Grenzwertsatz sagt nun:

Zn Ui — nE[U1]

i?/lﬁVar(Ul) — N0,
2z Vi — nEVi] — N(0,1).

vnVar(V1)

[1 Punkt]

Setzen wir Z4 := 2100

;o Uiund Zp := Zzli(i Vi, dann gilt also ndherungsweise:

Za ~ N(100E[U7], 100Var(U7)) = N(50,25),
Zp ~ N(100E[V3],100Var(V3)) = N (40, 24).

Bitte wenden!



[1/2 Punkt]
Hierbei haben wir verwendet, dass fiir eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable U, (also eine Zu-
fallsvariable mit P[U; = 1] = pa =1 — P[U1 = 0]) gilt:

E[Ui] = pa, Var(Ut) = pa(l — pa),

analog fiir V.
Mit dem Hinweis erhélt man nun (ndherungsweise):

Z —90

Z =Za+Zp NN(9O,49) NN(O,l).

[1/2 Punkt]
Damit erhalten wir:

P[Z>100]=1-P[Z<100] =1~ P Z;gﬂg 1007_90

~1-0 (2) ~1—&(1.43) =1 - 0.924 = 7.6%.

[1 Punkt]



