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1. Lipschitz-Stetigkeit

a) In der Vorlesung haben wir gesehen, dass es eine entscheidende Rolle fiir die
eindeutige Losbarkeit des AWPs spielt, ob die rechte Seite f Lipschitz-stetig ist
oder nicht. Das Ziel dieser Aufgabe ist es, ein besseres Gefiihl fiir das Konzept
der Lipschitz-Stetigkeit zu bekommen.

Sind die folgende Funktionen (lokal) Lipschitz stetig auf dem Intervall [—1, 1]?
Begriinden Sie Ihre Antworten.

1 x<0,

fo = fw =l f@={1 TS0 o=V

b) Erfiillen die folgenden AWPe die Voraussetzungen von Picard-Lindel6f?
y(t) =y(t)? y(0)=05

o y(t)=ly(t), y(0)=

o y(t) = ~/y(t)%: y(0)=0.5

o y(t) = /y()% y(0)=0

o y(t) = ~/yt)% ylto) =0, to=1

2. Verbesserte Polygonzugmethode von Euler

In dieser Aufgabe wollen wir eine Verbesserung gegeniiber der Euler Methode imple-
mentieren und seine Qualitdt empirisch untersuchen. Die verbesserte Polygonzugme-
thod von Euler ist gegeben durch

k:l - f(tk7yk)7
h h
ko = f (tk + o Yk + §k51> 7 (1)
Yr+1 = Yi + hky.

a) Skizzieren Sie dieses Verfahren im Richtungsfeld.

Bitte wenden!



b) Implementieren Sie dieses Verfahren.
Hinweis: Arbeiten Sie im Template verbEuler.m.

¢) Berechnen Sie mit (1) approximative Losungen von den folgenden AWP

{mwz y(t), {ywz (1)
y(0) = 2 y(0)= 0.5

zum Zeitpunkt 7' = 1 mit N = 2° (i = 3,4, ...,9) Schritten. Bestimmen Sie den
absoluten Fehler zur Endzeit |y — y(7")| und plotten Sie diesen Fehler als Funk-
tion von h = 1/N in einem 1oglog-plot. Bestimmen Sie dann die Steigung der
Gerade mithilfe des Befehls polyfit.

Hinweis: Die exakten Losungen zu den AWP wurden in der Vorlesung angege-
ben. Arbeiten Sie im Template konvOrdnungEmpirisch.m.

3. Wir betrachten folgendes Anfangswertproblem

(0 = (0 - 1+ )+( =

fir 0 <t <2und X\ = 10.

t2
1+22°

a) Uberpriifen Sie, dass die exakte Losung gegeben ist durch y(t) =

b) Losen Sie das AWP mit der verbesserten Polygonzugmethode von Euler aus Auf-
gabe 2. Verwenden Sie N = 2 x 10’ (i = 2,3, 4,5) Schritte und plotten Sie die
gendherten Resulate gemeinsam mit der exakten Losung. Interpretieren Sie die
Resultate. ,

Hinweis: Betrachten Sie einen leicht gestorten Anfangswert: y(to) = € + 1_@2.
0

¢) Wiederholen Sie b) mit A = —10. Erkldren Sie das beobachtete Verhalten.

4. Trajektorie bei Streuung

Die Trajektorie eines Teilchens bei Streuung an einem Potential U(z,y) wird be-
schrieben durch:
mi = —VU )

wobei r = (z,y)” die Teilchenkoordinaten sind und U das Lennard-Jones Potential:
1 12 1 6
waw=4(Q) —())
r r
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ist und 7?2 = 2% + y2. Dieses Potential beschreibt die Wechselwirking zwischen un-
geladenen und chemisch nicht aneinander gebundenen Atomen und es wird hiufig
in Molekulardynamik Simulationen verwendet. Der Einfachheit halber setzen wir die
Masse des Teilchens m = 1.

a) Schreiben Sie Gl. (2) als System von gewohnlichen Differentialgleichungen er-
ster Ordnung.

b) Losen Sie mit Threr expEuler Routine aus Aufgabe 1 das System a) fiir fol-
gende Anfangswerte:

r = (—10,b)", wobei b=0.250.75,1.251.75,2.25,
i = (1,0)

Verwenden Sie N = 1000 Schritte und plotten Sie die 5 Trajektorien.

Hinweis 1: Verwenden Sie die Templates st reuung.m und fstreuung.m
als Funktion fiir Thre rechte Seite der Diff.-GI. aus a).

Hinweis 2: Thr Plot der Trajektorien sollte Abb. 1 dhneln.
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Abbildung 1 — Teilchen Trajektorien.

Abgabe: Bis Freitag, den 05.04.2019.



